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Wstep

O czym bedzie mowa?

Na poczatku referatu wprowadzimy tematyke Teorii Ramseya oraz
klasyczne problemy tej teorii. W drugiej czesci rozwazymy zagadnienie
znane jako problem Grahama-Rothschilda. Pierwsze historycznie
oszacowania na rozwiazanie tego problemu daja sie w sposéb zwarty opisac
dopiero przy uzyciu funkcji typu Ackermana, natomiast my zaprezentujemy
najnowsze wyniki ktére daja ograniczenie przy uzyciu zaledwie tetracji.




Teoria Ramseya

The mathematical study of combinatorial objects in which a certain degree
of order must occur as the scale of the object becomes large. Ramsey
theory is named after Frank Plumpton Ramsey, who did seminal work in
this area before his untimely death at age 26 in 1930.
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Teoria Ramseya

The mathematical study of combinatorial objects in which a certain degree
of order must occur as the scale of the object becomes large. Ramsey
theory is named after Frank Plumpton Ramsey, who did seminal work in
this area before his untimely death at age 26 in 1930.

Ograniczenia od dotu sa mniej lub bardziej brute-force, a ograniczenia od
gobry s3 niekonstruktywne.
Sporo wynikéw nie daje sie opisa¢ pierwotnie rekurencyjnie.
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Ve kez, Iwez, ze W-elementowy ciag arytmetyczny pokolorowany na ¢
koloréw posiada jednokolorowy k-elementowy podciag arytmetyczny.

W(2,3) > 9, bo (r,b, b, r,b,r,r,b) , ale udowodnienie ze jest réwnos¢ to
babranie sie przypadkami.
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Znane wartosci:

|2 3 4
319 27 76
4|35 293
51178
6| 1132
Szacowanie dolne V.~qVs.0 W(2, QQZ 2. W(c k) > <
22
Szacowanie gérne W(c, k) < 2% | Graham oferowat 1000$ za

udowodnienie W/(2, k) < 2.
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c-kolorowania Ky mamy dla pewnego i podklike K, koloru i.




Dla dowolnej c-krotki ry, ..., rc € Z, istnieje takie duze N, ze dla kazdego
c-kolorowania Ky mamy dla pewnego i podklike K, koloru i.

Znamy 11 nietrywialnych wartosci, z czego tylko dwie dla ¢ > 2.






Podprzestrzenie kombinatoryczne

Ustalamy k € Z, oraz G < S.

Zbiér {1,..., k}N = [K]N nazywamy przestrzenia kombinatoryczna. Jego
podzbiér nazywamy d-wymiarowa podprzestrzenia kombinatoryczng,
gdy jest obrazem [k]9 przez bijekcje, ktéra na kazdej wspétrzednej ma stata
badz g(x;) dla pewnego g € G,i € {1,...,d}.




Podprzestrzenie kombinatoryczne

Ustalamy k € Z, oraz G < S.

Zbiér {1,..., k}N = [K]N nazywamy przestrzenia kombinatoryczna. Jego
podzbiér nazywamy d-wymiarowa podprzestrzenia kombinatoryczng,
gdy jest obrazem [k]9 przez bijekcje, ktéra na kazdej wspétrzednej ma stata
badz g(x;) dla pewnego g € G,i € {1,...,d}.

Przyktadowo f(x,y,z) = (2, x, x,s(x),y,3,z,—y) dla
d=3,N=8k>3,G=(—Id,s).
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Vi.d,cez. Inez.., ze dla dowolnego c kolorowania [K]V istnieje
monochromatyczna d-wymiarowa podprzestrzei kombinatoryczna.

W podstawowej wersji d = 1.
Liczby Halesa-Jewetta G = {ld}, N = HJ(k, c,d).
Liczby Kétka-Krzyzyka G = {Id,—Id}, N = TTT(k,c,d).
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Klasyczne przyktady IV

Uogodlnione Twierdzenie Halesa-Jewetta (1963)

Vi d,cez, Inez, , ze dla dowolnego ¢ kolorowania [K]V istnieje
monochromatyczna d-wymiarowa podprzestrzen kombinatoryczna.

W podstawowej wersji d = 1.

Liczby Halesa-Jewetta G = {ld}, N = HJ(k, c,d).

Liczby Kétka-Krzyzyka G = {ld,—Id}, N = TTT (k,c,d).
HJ(3,2,1) = 4, TTT(3,2,1) = 3.
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Vi m<d,cez,Inez, , ze dla dowolnego ¢ kolorowania wszystkich
m-wymiarowych podprzestrzeni [k]" istnieje d-wymiarowa podprzestrzen,
ktérej wszystkie m-wymiarowe podprzestrzenie maja ten sam kolor.




Twierdzenie Grahama-Rotschilda

Twierdzenie Graham, Rothschild (1971)

Vi,m<d,cez,Inez. ., ze dla dowolnego ¢ kolorowania wszystkich
m-wymiarowych podprzestrzeni [k]" istnieje d-wymiarowa podprzestrzen,
ktorej wszystkie m-wymiarowe podprzestrzenie maja ten sam kolor.

W szczegdélnosci dla m = 0 kolorujemy wierzchotki, wiec dostajemy
Uogdlnionego Halesa-Jewetta.
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Ustalamy k =2,G =S;,m=1,d =2,¢c = 2, ile wynosi N7



Problem Grahama-Rotschilda

Ustalamy k =2,G =S;,m=1,d = 2,c = 2, ile wynosi N? Bardziej po
ludzku:

Znalez¢ takie N, ze jesli wezmiemy kostke N-wymiarowa, uznamy jej
wierzchotki za wierzchotki grafu K,n, pokolorujemy jego krawedzie na dwa
kolory, to pewna ptaszczyzna zawiera monochromatyczne Kj.
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g =313,
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g =313,

g =318 3;

Graham(2) < geg = 3 1893 3;

Troche sktamatem w abstrakcie ale nie chciato mi sie pézniej poprawia¢, to
jest szybsze niz funkcja Ackermana o jeden poziom abstrakcji.

gi ~ for1(i) = £i(i).

(12)



Opublikowane ostatecznie gérne oszacowanie jest odrobine lepsze, F’(12)
gdzie F(m) =2 1™ 3. Nikt tego nie ruszyt do 2014.



Opublikowane ostatecznie gérne oszacowanie jest odrobine lepsze, F’(12)
gdzie F(m) =2 1™ 3. Nikt tego nie ruszyt do 2014.
Najlepsze ograniczenie dolne: Graham(2) > 13 (2008).
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Rozwazmy ten sam problem z dotozonym ograniczeniem na kolorowanie:
wszystkie réwnolegte krawedzie maja ten sam kolor.
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384 zmiennych, sprawdzalne). Alternatywnie dowéd, ze N < 2 11 18

zajmuje strone A4.
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Wersja prostsza

Rozwazmy ten sam problem z dotozonym ograniczeniem na kolorowanie:
wszystkie réwnolegte krawedzie maja ten sam kolor.

Komputerowo pokazano, ze wystarczy N = 6 (wychodzi formuta logiczna o
384 zmiennych, sprawdzalne). Alternatywnie dowéd, ze N < 2 11 18

zajmuje strone A4.
Zostaje troche pola do popisu, bytoby fajnie mie¢ tadny dowéd dla N < 12.
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Setup

Rozbijamy kostke na roztaczna sume "géry"i "dotu"
Q=" =Q uQ-,

woéwczas kazda podprzestrzen kombinatoryczna albo zawiera sie w jednej z
czesci, albo potowe wierzchotkéw ma w jednej potowe w drugiej (wtedy
krawedzie przechodzace miedzy czesciami tworza "hipermuszke").
Przerzucamy sobie krawedzie na punkty w innej przestrzeni

f:Q+XQ_—>[4],

f(1,1)=1,f(1,2) = 2,f(2,1) = 3,f(2,2) = 4. Okazuje sie, ze dostajemy
bijekcje miedzy hipermuszkami a podprzestrzeniami kétko-krzyzyk.
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N = TTT(4,2,d) + 1 jest skoniczone. Z definicji tej liczby i bijekcji wiemy,
ze mozemy wybra¢ d-wymiarowa czerwong hipermuszke.
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Ograniczenie goérne |

N =TTT(4,2,d)+ 1 jest skonczone. Z definicji tej liczby i bijekcji wiemy,
ze mozemy wybraé d-wymiarowa czerwona hipermuszke. Zadaje nam ona
d-wymiarowe podkostki w Q, Q_. Jesli w gornej czesci jest jakas
czerwona krawedz, a w dolnej jest czerwona krawedz do niej réwnolegta do

znalezlismy czerwone Kj.
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N =TTT(4,2,d)+ 1 jest skonczone. Z definicji tej liczby i bijekcji wiemy,
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d-wymiarowe podkostki w Q, Q_. Jesli w gornej czesci jest jakas
czerwona krawedz, a w dolnej jest czerwona krawedz do niej réwnolegta do
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Ograniczenie goérne |

N =TTT(4,2,d)+ 1 jest skonczone. Z definicji tej liczby i bijekcji wiemy,
ze mozemy wybraé d-wymiarowa czerwona hipermuszke. Zadaje nam ona
d-wymiarowe podkostki w Q, Q_. Jesli w gornej czesci jest jakas
czerwona krawedz, a w dolnej jest czerwona krawedz do niej réwnolegta do
znalezlismy czerwone K;. Wiec dla kazdego mozliwego kierunku wszystkie
krawedzie na gérze lub na dole sg niebieskie. Bierzemy nowa d-wymiarowa
kostke i kolorujemy, jesli dany kierunek w dolnej czesci jest niebieski to
kolorujemy na zielono, w przeciwnym wypadku na zétto. Ta kostka ma
wszystkie réwnolegte krawedzie na ten sam kolor, jesli jest zielone Ky, to w
oryginalnej kostce byto niebieskie K4 na dole; jesli jest zotte Ky to byto
niebieskie Ky na gorze.
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Mamy Graham(2) < TTT(4,2,6) + 1.
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Mamy Graham(2) < TTT(4,2,6) + 1.
Mozna zrobi¢ oszacowanie TTT (k,c,d) < HJ(k,c,d), a potem korzystac¢
z wynikéw méwiacych o HJ.
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Ograniczenie gérne

Mamy Graham(2) < TTT(4,2,6) + 1.

Mozna zrobi¢ oszacowanie TTT (k,c,d) < HJ(k,c,d), a potem korzystac¢
z wynikéw méwiacych o HJ.

Mozna tez popatrze¢ na czym opieraja sie wyniki dla HJ i powtérzy¢ to
samodla TTT.

(7



Caty trik polega na tym, ze potrafimy zrobi¢ rekurencyjne ograniczenie
wzgledem pierwszej zmiennej czyli rozmiaru zbioru.
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Sztuczka Shelaha

Caty trik polega na tym, ze potrafimy zrobi¢ rekurencyjne ograniczenie
wzgledem pierwszej zmiennej czyli rozmiaru zbioru.

Cub(k, c, d) to jest najmniejsze takie N, ze dla kazdego c-kolorowania [k]V
znajdziemy d-wymiarowa podprzestrzen kombinatoryczng, ktérej

kolorowanie nie odréznia zamiany wartosci dowolnej wspé6trzednej miedzy k
ak—1.
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Sztuczka Shelaha

Caty trik polega na tym, ze potrafimy zrobi¢ rekurencyjne ograniczenie
wzgledem pierwszej zmiennej czyli rozmiaru zbioru.

Cub(k, c, d) to jest najmniejsze takie N, ze dla kazdego c-kolorowania [k]V
znajdziemy d-wymiarowa podprzestrzen kombinatoryczng, ktérej

kolorowanie nie odréznia zamiany wartosci dowolnej wspé6trzednej miedzy k
ak—1.

Cub(k,c,d) < d - (c*" 11 2d).

Dowdd jest troche techniczny, kolorujemy przestrzen o 2d — 1 wymiarach
na tyle koloréw ile jest c-kolorowan [k]9
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HJ(k,c,d) < Cub(k,c, HJ(k —1,c,d));
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HJ(k,c,d) < Cub(k,c, HJ(k —1,c,d));

TTT(k,c,d) < Cub(k,c,Cub(k —1,¢c, TTT(k — 2,¢c,d))).
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HJ(k,c,d) < Cub(k,c, HJ(k —1,c,d));

TTT(k,c,d) < Cub(k,c,Cub(k —1,¢c, TTT(k — 2,¢c,d))).

Tempo wzrostu TTT wzgledem pierwszej zmienniej jest co najwyzej takie
jak HJ, ale zaczyna sie od duzo mniejszych wartosci.
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Z tej samej pracy mamy HJ(2,¢c,d) < ¢
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22d

Z tej samej pracy mamy HJ(2,¢c,d) < ¢

rn=llog(c+1)]; r= |log C-H(2;)+1 ,

J<i
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Poczatek rekurenc;i

Z tej samej pracy mamy HJ(2,¢,d) < 2.

r = [log(c+1)]; ri= |log C'H<2rj>+1 ’

L1\ 2
<i
Kazdym kolejnym r; doktadamy dos¢ wymiaréw, aby uktad poprzednich sie

powtérzyt z zasady szufladkowej Dirichleta.
TTT(2,¢,d) <Y gt < §-3%
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Poczatek rekurenc;i

22d

Z tej samej pracy mamy HJ(2,¢c,d) < ¢

r = [log(c+1)]; ri= |log C'H<2rj>+1 ’

L\ 2
J<i

Kazdym kolejnym r; doktadamy dos¢ wymiaréw, aby uktad poprzednich sie
powtérzyt z zasady szufladkowej Dirichleta.
TTT(2,c,d) <3 icyri <5 39. W szczegélnosci jak to sie dobrze
przeliczy

TTT(2,2,6) < 428.

()
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Graham(2) < TTT(4,2,6) < HJ(4,2,6) < 211 211211 6 < 2 111 6.
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Graham(2) < TTT(4,2,6) < HJ(4,2,6) < 211 211211 6 < 2 111 6.

Graham(2) < 2 11 2 11 5138 < 2 111 5. l
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