Seminarium - Matematyka Dyskretna 29/10

Robbins and Ardila meet Berstel

Mikotaj Kondratek

Wydziat Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiellonskiego

29 Pazdziernika 2020

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 1/37



Problem

Tto problemu

Twierdzenie Zeckendorfa
Reprezentacja Fibonacciego Liczby
Transduktor

"Podziaty Fibonacciego"

Reprezentacja liniowa automatu

Obliczanie a(n)
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Problem

Wspdétczynniki przy x™ w nieskoriczonym produkcie

o0

[T -

n>2
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Wspdétczynniki przy x™ w nieskoriczonym produkcie

[T -

n>2

=(1-x)(1- x2)(1 — x3)(1 — x5)(1 — x8) ...
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Wspdétczynniki przy x™ w nieskoriczonym produkcie

o0

[T -

n>2

=(1-x)1-x)1-x3)1-x>)1-x)...
=1-x+x>+x*+...

wynoszg zawsze -1, 0 albo 1
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Tto problemu

Robbins and Ardila meet Berstel, cd
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Tto problemu

Robbins and Ardila meet Berstel, cd

; ‘y‘»

J. Shallit N. Robbins F. Ardila J. Berstel
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Twierdzenie Zeckendorfa

Kazda dodatnia liczba catkowita moze by¢ przedstawiona jednoznacznie
jako suma jednej lub wiecej réznych liczb Fibonacciego w taki sposéb, ze
owa suma nie zawiera zadnych dwéch kolejnych liczb Fibonacciego.
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Twierdzenie Zeckendorfa

Twierdzenie Zeckendorfa

Kazda dodatnia liczba catkowita moze by¢ przedstawiona jednoznacznie
jako suma jednej lub wiecej réznych liczb Fibonacciego w taki sposéb, ze
owa suma nie zawiera zadnych dwéch kolejnych liczb Fibonacciego.

Czyli, jezeli N jest dowolng dodatnia liczba catkowita,
istnieja takie liczby catkowite ¢; > 2 spetniajace ¢j11 > ¢ + 1, ze:

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 5/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Przyktad

44 =
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Przyktad

44 =

34 +8+2
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Twierdzenie Zeckendorfa

Przyktad

44 =

34 +8+2

34+5+3+2
21 +13+8+2

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 6 /37



Twierdzenie Zeckendorfa

Przyktad

44 =
34 +8+2
34+5+3+2

214+13+8+42
21 +13+5+3+2
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Twierdzenie Zeckendorfa

Przyktad, cd

44 =
Reprezentacja Zeckendorfa
344+8+2
Reprezentacja "nie-Zeckendorfa"
34+54+342
21 +13+8+2
21+13+543+2
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Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd istnienia reprezentacji

Dlan=1,2,3v
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Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd istnienia reprezentacji

Dlan=1,2,3v
DIan:4mamy4:3+1/

Jesli n jest liczba Fibonacciego v
w.p.p. Jj takie, ze F; < n < Fj 4
Va < n, a jest ok (teza indukcyjna)

Rozwazmy a = n —Fj (a < n, zatem a V)
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Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd istnienia reprezentacji

Dlan=1,2,3v
DIan:4mamy4:3+1/

Jesli n jest liczba Fibonacciego v

w.p.p. Jj takie, ze F; < n < Fj 4

Va < n, a jest ok (teza indukcyjna)
Rozwazmy a = n —Fj (a < n, zatem a V)

Jednoczednie a < Fj 1 — F; = Fj_q,

zatem reprezentacja a nie zawiera Fj_;

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 8/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd istnienia reprezentacji

Dlan=1,2,3v
DIan:4mamy4:3+1/

Jesli n jest liczba Fibonacciego v

w.p.p. Jj takie, ze F; < n < Fj 4

Va < n, a jest ok (teza indukcyjna)
Rozwazmy a = n —Fj (a < n, zatem a V)
Jednoczednie a < Fj 1 — F; = Fj_q,

zatem reprezentacja a nie zawiera Fj_;

Zatem n da sie przedstawi¢ jak sume F; i reprezentacji Zeckendorfa a. Bl
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Twierdzenie Zeckendorfa

Lemat

Suma niepustego zbioru réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw ciggu
Fibonacciego, w ktérym najwigksza liczba ma wartoé¢ F; jest Scisle
mniejsza od Fj .
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Twierdzenie Zeckendorfa

Lemat

Suma niepustego zbioru réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw ciggu
Fibonacciego, w ktérym najwigksza liczba ma wartoé¢ F; jest Scisle
mniejsza od Fj .

Dowéd przez indukcje na j. ..
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Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd jedynosci reprezentacji

Wezmy dwa niepuste zbiory o réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw
ciggu Fibonacciego S i T

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 10/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd jedynosci reprezentacji

Wezmy dwa niepuste zbiory o réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw
ciggu Fibonacciego S i T o tej samej sumie.

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 10/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd jedynosci reprezentacji

Wezmy dwa niepuste zbiory o réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw
ciggu Fibonacciego S i T o tej samej sumie.

Rozwazmy zbiory ' =S\ TiT' =T\,

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 10/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd jedynosci reprezentacji

Wezmy dwa niepuste zbiory o réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw
ciggu Fibonacciego S i T o tej samej sumie.

Rozwazmy zbiory S’ =S\ T i T' =T\ S, czyli zbiory pozbawione
wspélnych elementéw zbioréw S i T.

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 10/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd jedynosci reprezentacji

Wezmy dwa niepuste zbiory o réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw
ciggu Fibonacciego S i T o tej samej sumie.

Rozwazmy zbiory S’ =S\ T i T' =T\ S, czyli zbiory pozbawione
wspélnych elementéw zbioréw S i T.

Poniewaz S i T miaty te sama sume,

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 10/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd jedynosci reprezentacji

Wezmy dwa niepuste zbiory o réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw
ciggu Fibonacciego S i T o tej samej sumie.

Rozwazmy zbiory S’ =S\ T i T/ =T\ S, czyli zbiory pozbawione
wspélnych elementéw zbioréw S i T.

Poniewaz S i T miaty te sama sume, a z obydwu usunelismy te same
elementy nalezace do SN'T,

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 10/37



Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd jedynosci reprezentacji

Wezmy dwa niepuste zbiory o réznych, nie nastepujacy po sobie wyrazéw
ciggu Fibonacciego S i T o tej samej sumie.

Rozwazmy zbiory S’ =S\ T i T/ =T\ S, czyli zbiory pozbawione
wspélnych elementéw zbioréw S i T.

Poniewaz S i T miaty te sama sume, a z obydwu usunelismy te same

elementy nalezace do SN T, zatem suma elementéw w S’ i T’ réwniez jest
taka sama.
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Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd unikalnosci reprezentacji, cd

Pokazemy nie wprost, ze jeden ze zbioréw S’ i T’ jest pusty. ..
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Twierdzenie Zeckendorfa

Dowdd unikalnosci reprezentacji, cd

Pokazemy nie wprost, ze jeden ze zbioréw S’ i T’ jest pusty. ..

Zatézmy przeciwnie, zbiory S’ i T’ sa niepuste, zawieraja najwicksze
wyrazy, odpowiednio Fs i Fy. Bez straty ogdlnosci, Fs < Fy.

Z lematu suma wyrazéw w S’ jest scisle mniejsza od Fg, 1, a zatem i &cisle
mniejsza od Fy, podczas gdy suma elementéw w T’ wynosi przynajmniej
Fi. Whnioskujemy, ze ktérys ze zbioréw S’ i T’ jest pusty.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze pusty jest S’. Zatem suma elementéw
w S’ wynosi 0. Taka samg sume ma T'. Ale T’ zawiera jedynie liczby
dodatnie, zatem réwniez jest pusty.

Whioskujemy, ze S’ = T/ = (), zatem S’ = T'.
Reprezentacja Zeckendorfa jest unikalna. H
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Reprezentacja Fibonacciego Liczby

Reprezentacja Fibonacciego

ec =1
@c =01lub1

Z ckFi

k=2
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Fibonacciego Liczby

Reprezentacja Fibonacciego, przyktad

[22]F = 110001
[22]F = 1000001

[6]F =
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Fibonacciego Liczby

Reprezentacja Fibonacciego, przyktad

[22]F = 110001
[22]F = 1000001
[6]F = 1001

[6]F =
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Fibonacciego Liczby

Reprezentacja Fibonacciego, przyktad

[22]F = 110001
[22]F = 1000001
[6]F = 1001

[6]F = 111
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Reprezentacja Fibonacciego Liczby

Minimalna Reprezentacja Fibonacciego

ec =1
@cyk=00r1
@ ci_1¢, = 0 dla k takich, ze3 < k <r
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Reprezentacja Fibonacciego Liczby

Minimalna Reprezentacja Fibonacciego

ec =1
@cyk=00r1
@ ci_1¢, = 0 dla k takich, ze3 < k <r

Opis wyrazeniem regularnym

Cr =€+ 1(0+ 01)
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Reprezentacja Fibonacciego Liczby

Minimalna Reprezentacja Fibonacciego, przyktad

{—QQQF%L}GQQ}
(22)F = 1000001
(6)F = 1001
(6)r =111
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Robbins and Ardila meet Berstel

SHALLIT

-

—_—— = TN

| nd:fsnms . :
AND ARDILA BERSTEL

-
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Transduktor
Automat skonczony (FSA), a transduktor (FST)

Automat skonczony

M = (Q;Z,dqu,F)
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Transduktor
Automat skonczony (FSA), a transduktor (FST)

Automat skonczony

M = (Q;Z,dqu,F)

T = (Qv Zlv 22755 g, qo, F)

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 17 /37



Transduktor

Transduktor ma*ma

start
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.
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Transduktor
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[10)p= 0 1 1 1 0
a0
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

[10)p= 0 1 1 1 0
a0 do1
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

0= 0 1 1 1 0
a0 dO01 error
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

0= 0 1 1 1 0
a0 dO01 error
b1
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

0= 0 1 1 1 0
a0 dO01 error
bl c10
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

0= 0 1 1 1 0
a0 dO01 error
bl c10 b101

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 19 /37



Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

0= 0 1 1 1 0
a0 dO01 error
bl c10 b101 ¢ 1010
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

0= 0 1 1 1 0
a0 dO01 error
bl c10 b101 ¢c1010 b 1B100
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

[10)p= 0 1 1 1 0

a0 dO01 error
bl c10 b101 ¢c1010 b 1B100
- - a 100
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

[10)p= 0 1 1 1 0

a0 dO01 error
bl c10 b101 ¢c1010 b 1B100
- - a 100 d 1001
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Transduktor

Transduktor Berstela (aka Fibonacci normalizer)

Wejsciowe stowo musi zaczynaé sie od 0.

[10)p= 0 1 1 1 0

a0 dO01 error
bl c10 b101 ¢c1010 b 1B100
- - a1l00 d 1001 a 10010
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Transduktor
Automat Berstela (M)

[0,0]  [0,1]
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Transduktor

Automat Berstela, cd

Jesli stowo literowane na pierwszej wspétrzednej x = [n]r,
jest réwnowazne (ma te sama wartos¢), co kanoniczna (minimalna)
reprezentacja stowa literowana na drugiej wspétrzednej y = (m)g

. ?
to automat akceptuje (n = m).
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Transduktor

Automat Berstela, cd 2

x€{0,1}* Ny € 0"Cr A [X]Fr = [ylF
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Transduktor
Automat Berstela, przyktad

[lF= 0 1 0 1 1
8= 1 0 0 0 O
a b

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 23 /37



Transduktor
Automat Berstela, przyktad

[lF= 0 1 0 1 1
8= 1 0 0 0 O
a b ¢
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Transduktor
Automat Berstela, przyktad

[lF= 0 1 0 1 1
8= 1 0 0 0 O
a b ¢ b
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Transduktor
Automat Berstela, przyktad

[lF= 0 1 0 1 1
8= 1 0 0 0 O
a b ¢ b ¢
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Transduktor
Automat Berstela, przyktad

[lF= 0 1 0 1 1
8= 1 0 0 0 O
a b ¢ b ¢ a
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Podziaty Fibonacciego

Liczba podziatéw Fibonacciego liczby

Przyjmijmy, ze y jest w postaci minimalnej reprezentacji Fibonacciego
liczby n. Definiujemy r(n), liczbe takich x, ze automat Berstela M
akceptuje x X y.
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Podziaty Fibonacciego

Liczba podziatéw Fibonacciego liczby

Przyjmijmy, ze y jest w postaci minimalnej reprezentacji Fibonacciego
liczby n. Definiujemy r(n), liczbe takich x, ze automat Berstela M
akceptuje x X y.

Przyktad: r(8) =
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Podziaty Fibonacciego

Liczba podziatéw Fibonacciego liczby

Przyjmijmy, ze y jest w postaci minimalnej reprezentacji Fibonacciego
liczby n. Definiujemy r(n), liczbe takich x, ze automat Berstela M
akceptuje x X y.

Przykfad: r(8) = 3, bo...10000, 1100, 1011
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Podziaty Fibonacciego

Liczba parzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy re(n), liczbe podziatéw o parzystej liczbie jedynek.
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Podziaty Fibonacciego

Liczba parzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy re(n), liczbe podziatéw o parzystej liczbie jedynek.

Przyktad: re(8) = 1, bo... 1100
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Podziaty Fibonacciego

Liczba parzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy re(n), liczbe podziatéw o parzystej liczbie jedynek.

Przyktad: re(8) = 1, bo... 1100

Liczba nieparzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy ro(n), liczbe takich o nieparzystej liczbie jedynek.

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020



Podziaty Fibonacciego

Liczba parzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy re(n), liczbe podziatéw o parzystej liczbie jedynek.

Przyktad: re(8) = 1, bo... 1100

Liczba nieparzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy ro(n), liczbe takich o nieparzystej liczbie jedynek.

Przyktad: r,(8) =
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Podziaty Fibonacciego

Liczba parzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy re(n), liczbe podziatéw o parzystej liczbie jedynek.

Przyktad: re(8) = 1, bo... 1100

Liczba nieparzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy ro(n), liczbe takich o nieparzystej liczbie jedynek.

Przyktad: r,(8) = 2, bo...10000, 1011
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Podziaty Fibonacciego

Liczba parzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy re(n), liczbe podziatéw o parzystej liczbie jedynek.

Przyktad: re(8) = 1, bo... 1100

Liczba nieparzystych podziatéw Fibonacciego liczby

Definiujemy ro(n), liczbe takich o nieparzystej liczbie jedynek.

Przyktad: r,(8) = 2, bo...10000, 1011

Spostrzezenie
r(n) = re(n) + ro(n)
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Podziaty Fibonacciego

Spostrzezenie Robbinsa

Wspétczynnik przy x”

o [I22(1—x")
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Podziaty Fibonacciego

Spostrzezenie Robbinsa

o [I;22(1—x™)
=(1-x)(1-x?)(1—-x3)(1—-x>)(1-x%)...
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Podziaty Fibonacciego

Spostrzezenie Robbinsa

o [I;22(1—x™)
=(1-x)(1-x?)(1—-x3)(1—-x>)(1-x%)...

= ano a(n)x"
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Podziaty Fibonacciego

Spostrzezenie Robbinsa

o [I;22(1—x™)
=(1-x)(1-x?)(1—-x3)(1—-x>)(1-x%)...

= ano a(n)x"

@ a(n) = 2re(n) — r(n)
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Reprezentacja liniowa automatu

Reprezentacja liniowa automatu — macierz
Niech A= (S,>.,6,1,F),
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Reprezentacja liniowa automatu

Reprezentacja liniowa automatu — macierz
Niech A= (S,> ,6,/,F),aS=s51,...,sp.
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Reprezentacja liniowa automatu

Reprezentacja liniowa automatu — macierz
Niech A= (S,> ,6,/,F),aS=s51,...,sp.

Dla kazdego symbolu a € > definiujemy macierz M(a) na nieujemnych
liczbach catkowitych w spos6b nastepujacy:

My = {1 ifs; € 6(si, a)
0 wpp
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Reprezentacja liniowa automatu

Dodatkowo, definiujemy wektory v; oraz vg odpowiednio w sposéb
nastepujacy. ..

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 29 Pazdziernika 2020 28 /37



Reprezentacja liniowa automatu

Dodatkowo, definiujemy wektory v; oraz vg odpowiednio w sposéb
nastepujacy. ..

Reprezentacja liniowa automatu - wektor v,

i-ty element v; wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s; jest stanem
poczatkowym, wpp jest 0.
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Reprezentacja liniowa automatu

Dodatkowo, definiujemy wektory v; oraz vg odpowiednio w sposéb
nastepujacy. ..

Reprezentacja liniowa automatu - wektor v,

i-ty element v; wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s; jest stanem
poczatkowym, wpp jest 0.

Reprezentacja liniowa automatu - wektor vg

i-ty element vg wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s; jest stanem
koncowym, wpp jest 0.
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Reprezentacja liniowa automatu

Dodatkowo, definiujemy wektory v; oraz vg odpowiednio w sposéb
nastepujacy. ..

Reprezentacja liniowa automatu - wektor v,

i-ty element v; wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s; jest stanem
poczatkowym, wpp jest 0.

Reprezentacja liniowa automatu - wektor vg

i-ty element vg wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s; jest stanem
koncowym, wpp jest 0.
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Reprezentacja liniowa automatu

Reprezentacja liniowa automatu Berstela

Definiujemy macierze o wartosciach (y(a)); wynoszacych liczbe Sciezek
[*, a] (gdzie * oznacza symbol dowolny) ze stanu i do stanu ;.
Otrzymujemy reprezentacje liniowa (v, u, w).
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Reprezentacja liniowa automatu

Reprezentacja liniowa automatu Berstela

Definiujemy macierze o wartosciach (y(a)); wynoszacych liczbe Sciezek
[*, a] (gdzie * oznacza symbol dowolny) ze stanu i do stanu ;.
Otrzymujemy reprezentacje liniowa (v, u, w).

v=[1000]; puo)= w(l) =

_ = O =
oo o
OO =O
O OO
coc oo
o= o
OO OO
coc o=
e ==
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Reprezentacja liniowa automatu

Reprezentacja liniowa automatu Berstela

Definiujemy macierze o wartosciach (y(a)); wynoszacych liczbe Sciezek
[*, a] (gdzie * oznacza symbol dowolny) ze stanu i do stanu ;.
Otrzymujemy reprezentacje liniowa (v, u, w).

v=[1000]; pu0)= poop1) =

_ = O =
oo o
OO =O
O OO
coc oo
o= o
OO OO
coc o=
e ==

p(x)u(y) = p(xy)
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Reprezentacja liniowa automatu

Reprezentacja liniowa automatu Berstela

Definiujemy macierze o wartosciach (y(a)); wynoszacych liczbe Sciezek
[*, a] (gdzie * oznacza symbol dowolny) ze stanu i do stanu ;.
Otrzymujemy reprezentacje liniowa (v, u, w).

v=[1000]; pu0)= poop1) =

== O =
o= oo
OO = O
O OO
o oo
[==R e
oS OO
OO O
= o O =

p(x)u(y) = p(xy)

Jesli [n]g = x, to r(n) = vu(x)w
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Reprezentacja liniowa automatu

Automat "parzystosci"
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Reprezentacja liniowa automatu

Automat Berstela * automat "parzystosci"
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Reprezentacja liniowa automatu

Automat Berstela * automat "parzystosci, reprezentacja liniowa"

v=1[10000000]; 1(0) =

OO OT O
—OOROO~O
[slsl=ljelelele)
(=l l=lolol=Y=]
OOOOROOO
COCOO=OO
ocoocoocoo
COOOOCOO

t\

—

—

—

Il
[=l=felelele L]
[=l=l—l=lel Y]
OO
COoOO~OO=D
ocoocoocoo
[=l=lelelele L]
[=lelelelelel )
[=l=l=l=l=T=F=1 g

g

~

Il

(=T lY =TT
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Reprezentacja liniowa automatu

Automat automatéw..."
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Reprezentacja liniowa automatu

Automat automatéw..."

A po minimalizacji. ..

1 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 -1
-1 0 -1 0 0 0 0 0 0
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Obliczanie a(n)

Dokonczenie dowodu

Koniec dowodu (semigroup trick)

Wykonujac BFSa (przeszukiwanie wszerz) sprawdzamy, ze zbiér wszystkich
produktow yvy(x),x € 0,1* jest skonczony.
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Obliczanie a(n)

Dokonczenie dowodu

Koniec dowodu (semigroup trick)

Wykonujac BFSa (przeszukiwanie wszerz) sprawdzamy, ze zbiér wszystkich
produktow yvy(x),x € 0,1* jest skonczony.

Powstata semigrupa S zawiera jedynie 15 elementéw, mozna je wszystkie
sprawdzi€.
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Obliczanie a(n)

Dokonczenie dowodu

Koniec dowodu (semigroup trick)

Wykonujac BFSa (przeszukiwanie wszerz) sprawdzamy, ze zbiér wszystkich
produktow yvy(x),x € 0,1* jest skonczony.

Powstata semigrupa S zawiera jedynie 15 elementéw, mozna je wszystkie
sprawdzi¢. Elementami S s3 wektory. tatwo sprawdzi¢, ze iloczyn skalarny

kazdego z nich z z daje tylko -1, 0 albo 1. B
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Obliczanie a(n)

Dokonczenie dowodu

Koniec dowodu (semigroup trick)

Wykonujac BFSa (przeszukiwanie wszerz) sprawdzamy, ze zbiér wszystkich
produktow yvy(x),x € 0,1* jest skonczony.

Powstata semigrupa S zawiera jedynie 15 elementéw, mozna je wszystkie
sprawdzi¢. Elementami S s3 wektory. tatwo sprawdzi¢, ze iloczyn skalarny
kazdego z nich z z daje tylko -1, 0 albo 1. B

Obliczanie a(n)

Reprezentacja liniowa (y, v, z) jest prostym algorytmem obliczania a(n).
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Obliczanie a(n)

Automat
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Obliczanie a(n)

Automat

Ciekawostka

Dla "prawie" wszystkich n mamy a(n) = 0.
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Obliczanie a(n)

Automat

Ciekawostka

Dla "prawie" wszystkich n mamy a(n) = 0.

Zauwazmy, ze 01001001 jest stowem synchronizujacym.
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@ J. Shallit - Robbins and Ardila meet Berstel

@ F. M. Ardila - The coefficients of a Fibonacci power series

© J. Berstel - An exercise on Fibonacci representations
@ N. Robbins - Fibonacci partitions

@ P. Bernacki - Zastosowanie automatéw skonczonych w przetwarzaniu
archiwalnych tekstéw jezyka polskiego
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Koniec
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