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@ Wprowadzenie

@ Simplicial rook graph
@ Definicje i pytania
@ Liczba niezalezna
@ Liczba dominujaca
@ Cykl Hamiltona

© Cyclic simplicial rook graph
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Simplicial rook graph - SR(m, n)

Graf, ktérego wierzchotkami sa wektory z N takie, ze dla kazdego wektora
suma wspétrzednych wynosi n, a dwa wierzchotki sasiaduja ze sobga, jesli
wektory réznia sie na doktadnie dwoéch pozycjach.
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Zbiér niezalezny

W grafie G = (V, E) zbiér wierzchotkéw V' C V, pomiedzy ktérymi nie
ma zadnej krawedzi.

Liczba niezalezna (7, independence number) - a(G)

Rozmiar najwiekszego zbioru niezaleznego.
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Zbiér niezalezny - przyktad
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What is the independence number of SR(m, n)? ]
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What is the independence number of SR(m, n)? ]

Jaka jest maksymalna liczba nieatakujacych sie wiez, ktére mozna ustawic¢
na (m — 1) wymiarowej symplicjalnej szachownicy o boku n+ 17
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Zbiér dominujacy

W grafie G = (V, E) zbiér wierzchotkéw V' C V taki, ze kazdy
wierzchotek, ktéry nie nalezy do V' ma w V' conajmniej jendego sasiada.

Liczba dominujaca (dominating number) - v(G)

Rozmiar najmniejszego zbioru dominujacego.
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Zbiér dominujacy - przyktad

(a) .@:i—.
(b) @—O
(c) c@—O
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What is the dominating number of SR(m, n)? J

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 6 Maja 2021 10/36



Simplicial rook graph - przyktad

)
(19

Figure 1: The simplicial rook graph SR(3,2).
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"Symplicjalnos¢”

Unmixedness of some weighted oriented graphs

Wierzchotek symplicjalny (simplicial vertex)

Wierzchotek v nazywamy symplicjalnym jezeli indukowany podgraf
H = G[Ng][v]] jest grafem petnym. Przyjmujac k = |V(H)| — 1, H jest
nazywany k — sympleksem (lub po prostu sympleksem).

Graf symplicjalny (simplicial graph)

G jest nazywany grafem symplicjalnym jesli kazdy wierzchotek G jest
wierzchotkiem symplicjalnym lub sasiaduje z wierzchotkiem
symplicjalnym G.
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Niech p bedzie liczba pierwsza taka, ze p > max(m, n), wtedy

n+m—1 n+m—1
% < a(SR(m,n)) < (—r’;7)
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie dolne

Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej k, definiujemy

Pr={(a1,...,am)| D1"1 iai = k}. Zbiory {Px|k € N\ {0}} tworza
rozbicie zbioru wierzchotkéw SR(m, n).
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie dolne

Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej k, definiujemy
Pr={(a1,...,am)| D1"1 iai = k}. Zbiory {Px|k € N\ {0}} tworza
rozbicie zbioru wierzchotkéw SR(m, n).

Niech p > max(m, n) bedzie liczba pierwsza. Definiujemy

Tt = U=t mod p Pk- Zatem ;) T jest rozbiciem zbioru wierzchotkéw
SR(m, n).
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie dolne, cd

T, jest zbiorem niezaleznym dla kazdego t - dowdd sokratejski

t € [p], a,b € T¢ sasiaduja w SR(m, n). Niech a = (a1,...,am),
b= (bi,...,bm). Zatem istnieja i i j takie, ze i # j oraz

aj # bi, aj # bj bo a i b s3 sasiadujace, (1)
aj+aj = bi + b; bo a, b € V(SR(m, n)), (2)
iaj + jaj = ibj + jb; (mod p) bo a,be T; (3)
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie dolne, cd

T, jest zbiorem niezaleznym dla kazdego t - dowdd sokratejski

t € [p], a,b € T¢ sasiaduja w SR(m, n). Niech a = (a1,...,am),
b= (bi,...,bm). Zatem istnieja i i j takie, ze i # j oraz

aj # bi, aj # bj bo a i b s3 sasiadujace, (1)
aj+aj = bi + b; bo a, b € V(SR(m, n)), (2)
iaj + jaj = ibj + jb; (mod p) bo a,be T; (3)

Z (2)i(3) mamy (i — j)(ai — bi) =0 mod p. Ale (1) i p > max(m,n). 4

v
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie dolne, cd

T, jest zbiorem niezaleznym dla kazdego t - dowdd sokratejski

t € [p], a,b € T¢ sasiaduja w SR(m, n). Niech a = (a1,...,am),
b= (bi,...,bm). Zatem istnieja i i j takie, ze i # j oraz

aj # bi, aj # bj bo a i b s3 sasiadujace, (1)
aj+aj = bi + b; bo a, b € V(SR(m, n)), (2)
iaj + jaj = ibj + jb; (mod p) bo a,be T; (3)

Z (2)i(3) mamy (i — j)(ai — bi) =0 mod p. Ale (1) i p > max(m,n). 4

v

Zatem dla kazdego t, T; jest zbiorem niezaleznym. Z zasady szufladkowe;j

Dirichleta istnieje i takie, ze zbiér niezalezny T; ma co najmniej

WV(SR(mn)| _ (")
P

wierzchotkéw.
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Proposition 2.1.
ON THE SPECTRA OF SIMPLICIAL ROOK GRAPHS

SR(m,n) ma (""" 1) wierzchotkéw

Stars and bars. . .
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Proposition 2.1.
ON THE SPECTRA OF SIMPLICIAL ROOK GRAPHS

SR(m, n) ma (”er"jl) wierzchotkéw

Stars and bars. . .

SR(m, n) jest n(m — 1)-regularny

Dla wierzchotka x € V(SR(m, n)) i kazdej pary wspétrzednych 7, j mamy
x;i + x; sasiadujacych wierzchotkéw.

S i) =(m-1)Y x=(m—1n
1<i<j<m i=1
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gérne

Ograniczenie Hoffmana na zbiér niezalezny

Jesli G jest grafem r-regularnym na V/(G) wierzchotkach, ktérego macierz

sasiedzctwa ma minimalng warto$¢ wtasna Amin, to a(G) < r_):\’:l”nW( )|
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gérne

Ograniczenie Hoffmana na zbiér niezalezny

Jesli G jest grafem r-regularnym na V/(G) wierzchotkach, ktérego macierz

sasiedzctwa ma minimalng warto$¢ wtasna Amin, to a(G) < r_):\':Tn|V( )|

Notes on simplicial rook graph
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd

v
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd

v
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd

m

a(G)Sm(ner_l) :#(”“’—1) _

N “Amin (n+m—1\ ("7
(€) < < >_n(m—1)+(2’)

v
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd

a(G)SL@(n—i—m—l):#(n—i—m—l):L’:_l)

—1)+n n m

o Dwn (nimo1y_ (DY

(G)Sr_Amin< n >_n(m—1)+('£)
()

(5)(m=1)+(3)

<

v
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Twierdzenie 1 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd

a(G) < —Amin <n + m— 1> () (1)

Tor— )\min n n(m - 1) + (rg)
. (e )
B)(m-1)+(F)  m

v

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 6 Maja 2021 18 /36



Twierdzenie 1 - dowdd

Appendix

(n—i—m—l)
a(SR(m,n)) = (1— o(l))#

V.

Prime number theorem

VecoTm=oVpyopy oM <p < (1 +eM
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Twierdzenie 2

Ze wzgledu na n, mamy

Y(SR(m, n)) = ©(n™?)
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Twierdzenie 2 - dowdd

Ograniczenie dolne

Dla kazdego grafu G mamy ~(G) > A(G)+1

(n+m—1)

Y(SR(m, n)) > n(mi—_11)+1

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 6 Maja 2021 21 /36



Twierdzenie 2 - dowdd

Ograniczenie dolne

Dla kazdego grafu G mamy ~(G) > A(G)+1

n+m— (n+m—1)!
(")

> m—1 _ nl(m—1)!
V(SR(m, n)) 2 n(m—1)+1 n(m—-1)+1
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Twierdzenie 2 - dowdd

Ograniczenie dolne

Dla kazdego grafu G mamy ~(G) > A(G)+1

n+m— (n+m—1)!
(")

m— __ n(m=Dr m—
V(SR(m, ) 2 n(m — 11) +1 n(m—-1)+1 R(n™%)
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Twierdzenie 2 - dowdd

Ograniczenie gérne

Rozwazmy D = {(x1,...,Xm) | x1 = x2}

D jest zbiorem dominujacym

Wezmy dowolny a = (a1,...,am) z SR(m, n).
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Twierdzenie 2 - dowdd

Ograniczenie gérne

Rozwazmy D = {(x1,...,Xm) | x1 = x2}

D jest zbiorem dominujacym

Wezmy dowolny a = (a1,...,am) z SR(m, n).

a > ap (a1,a1,83 — a1+ az,...,am) € D (4)
ar > a (a2,a2,a3 — a2+ a1,...,am) € D (5)
ay = a aeD (6)
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Twierdzenie 2 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd

12
ID| = |V(SR(m —2,n — 2i))|
i=0
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Twierdzenie 2 - dowdd

Ograniczenie gorne, cd

3]
ID| = |V(SR(m —2,n — 2i))|
i=0
3] :
n+m-—3—2j
|D|—§( b
<n+m—3—2/>S((n+m—3—2/>+<n+m—3—2/+1>>/2
m—3 m—3 m-—3
23] :
n+m-—3—
D| <
"‘,-:Z_1< )

v
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Twierdzenie 2 - dowdd

Podsumowanie

Stosujac (X;l) +(7) = (;) mamy
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Twierdzenie 2 - dowdd
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Simplicial rook graph SR(m, n) jest hamiltonowski (ma cykl Hamiltona)
dla dowolnych wartosci m i n précz m=1i(m,n) = (2,1).
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Simplicial rook graph SR(m, n) jest hamiltonowski (ma cykl Hamiltona)
dla dowolnych wartosci m i n précz m=1i(m,n) = (2,1) i zawiera
krawedz e™ = (n,0™=1)(n —1,1,0m2)
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Twierdzenie 3* - dowdéd dla n =1

Niech m > 3, wtedy SR(m, 1) jest grafem petnym K, zatem ma cykl
idacy przez krawedz e = (1,0™-1)(0,1,0m~2).
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Twierdzenie 3* - dowéd dla n > 1

Przypadek bazowy

Dla m =2, mamy SR(2, n) (gdzie n > 2). Graf SR(2, n) jest petnym
grafem K, 1, zatem ma cykl idacy przez krawedz €2 = (n,0)(n, n — 1).
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Twierdzenie 3* - dowéd dla n > 1

Przypadek bazowy
Dla m =2, mamy SR(2, n) (gdzie n > 2). Graf SR(2, n) jest petnym
grafem K, 1, zatem ma cykl idacy przez krawedz €2 = (n,0)(n, n — 1).

Krok idukcyjny

Rozwazamy SR(m, n), gdzie m > 3, n > 2. Pokazujemy, ze istnieje cykl H.
przechodzacy przez e™ = (n,0m~1)(n —1,1,0m2).

v
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Twierdzenie 3* - dowdd dla n > 1

Krok idukcyjny, cd

Viern] SR(m — 1, k) ma cykl H. przechodzacy przez
e,’("f1 = (k,O’"_IQ)(k —1,1,0m3). Niech HL"fl bedzie zbiorem krawedzi
E(Ck) \ elin_ .

Mikotaj Kondratek (WMII UJ) Matematyka Dyskretna 6 Maja 2021 29 /36



Twierdzenie 3* - dowdd dla n > 1

Krok idukcyjny, cd

Viern] SR(m — 1, k) ma cykl H. przechodzacy przez
e,’("f1 = (k,0m=2)(k — 1,1,0m3). Niech HL"fl bedzie zbiorem krawedzi
E(Ck) \ e]"!. Nastepujace krawedzie tworza cykl H. dla SR(m, n):

Uk {(n— ou)(n—k, ...v)|uve HL"_I}
Ur_{(n—k,k—1,1,0m3)(n— k+1,k—1,0"2)}
U{(n-1,0,1, om—3)(n, 0m-1)}

U{(n,0™1)(0, n,0™2)}
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Twierdzenie 3* - dowéd dla n > 1

Krok idukcyjny, cd

Viern] SR(m — 1, k) ma cykl H. przechodzacy przez
e,’("f1 = (k,0m=2)(k — 1,1,0m3). Niech HL"fl bedzie zbiorem krawedzi
E(Ck) \ e]"!. Nastepujace krawedzie tworza cykl H. dla SR(m, n):

Uk {(n— ou)(n—k, ...v)|uve HL"_l}
Ur_{(n—k,k—1,1,0m3)(n— k+1,k—1,0"2)}
U{(n-1,0,1, om—3)(n, 0m-1)}

U{(n,0™1)(0, n,0™2)}

Ur_{(n—k, ...u)(n—k, ...v) | uv € H" '} s3 n sciezkami
P1, ..., Pn tworzacymi rozbicie zbioru V(SR(m, n)).
Ur_{(n—k,k—1,1,0m3)(n— k+1,k—1,0"2)} facza P; z Pj;1.
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Twierdzenie 3* - dowdd dla n > 1

Krok idukcyjny, cd 2

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze C = v,..., v, (Sciezka H.). Niech
f: V(SR(m,n)) — V(SR(m,n)), ktéra wierzchotkowi

vi = (a1, a2,a3,...,am) przyporzadkowuje v; = (a1,a3,a82,...,am). C
zawiera (n — 1,0,1,0™3)(n,0m"1), zatem C' = f(v1),..., f(v,) zawiera
(n—1,1,0m2)(n,0m"1). O
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Cyclic simplicial rook graph - CSR(m, n)
Graf, ktérego wierzchotkami sa wektory z Z™ takie, ze dla kazdego wektora

suma wspotrzednych wynosi 0 (mod n), a dwa wierzchotki sasiaduja ze
soba, jesli wektory réznia sie na doktadnie dwéch pozycjach.
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Theorem (4)

© Niech p bedzie liczba pierwsza taka, ze p > max(m, n), wtedy
m < x(CSR(m,n)) <p

@ Niech p bedzie liczba pierwsza taka, ze p > max(m, n), wtedy
) < a(esr(m,n) < Ca)

(3] Jesl/ m,n # 1, to w(CSR(m, n)) = max(m, n) (w - liczba klikowa)

Szkice dowodéw

© Z dotu Hoffman’s bound, z géry T ic(y)-
@ Tak jak Twierdzenie 1.
Q ...
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diam(CSR(m,n)) =m — [™1] —1

n
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Theorem (6)

Wynaczenie odlegfosci miedzy dwoma wierzchotkami CSR(m, n) jest
problemem NP-trudnym wzgledem m i n.
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