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lewej) lub sieci internetowej (z prawej)



Rysunek: Przyktady uzycia graféw do zamodelowania molekut biatkowych (z
lewej) lub sieci internetowej (z prawej)

@ jak podobne s3 dwa grafy?

@ jak podobne s3 dwa wierzchotki w grafie?
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Definicja funkcji podobienstwa




Definicja funkcji podobienstwa

Dla danych dwéch graféw G i G’ chcemy znalezé funkgje:
S: G1 X G2 — R,

ktéra mierzy podobieAstwo pomiedzy grafami G i G'.
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Motywacja

Techniki poréwnywania graféw

@ algorytmy matchujace

@ izomorfizm graféw, izomorfizm podgrafu

@ najwiekszy wspdlny podgraf, najmniejszy wspdlny nadgraf,
maksymalne wspélne podgrafy

@ algorytmy niepetnego dopasowania, odlegtos¢ edycyjna

@ deskryptory topologiczne



Metody kernelowe
Metody kernelowe

Mamy pewien zbiér obiektéw X. Chcemy znalezé przestrzen Hilberta F
funkcje mapujaca ¢ : X — F, dla ktérej nasza funkcja podobiensta bedzie
wyrazona:

k(x1,x2) = ((x1), d(x2)) 7 (1)



Metody kernelowe
Dodatnia pétokreslonosc

Definition (Dodatnia pétokreslonos¢)

Macierz rzeczywista K, o wymiarach n x n, dla ktérej zachodzi v’ Kv > 0
dla dowolnego wektora v € R nazywamy dodatnio pétokresiona.

Funkcje k: X — R nazywamy dodatnio pdtokreslong, jesli dla dowolnych
X1,...,Xs € X macierz K € R"*" zdefiniowang przez Kjj = k(x;, x;) jest
dodatnio pétokreslona.




Metody kernelowe
Twierdzenie Mercera

Jedli zadamy, by istniata przestrzen Hilberta F, oraz funkcja mapujaca ¢,
to nasza funkcja podobienistwa (kernel) byta symetryczna oraz dodatnio
pétokreslona.



Metody kernelowe
Twierdzenie Mercera

Jedli zadamy, by istniata przestrzen Hilberta F, oraz funkcja mapujaca ¢,
to nasza funkcja podobienistwa (kernel) byta symetryczna oraz dodatnio
pétokreslona.

Okazuje sie, ze s3 to warunki wystarczajace:

Theorem (Twierdzenie Mercera)

Jesli k : X x X — R jest symetryczna i dodatnio pofokreslona, to istnieje
przetrzen Hilberta F oraz funkcja mapujaca ¢, dla ktérych zachodzi:

k(x1,x2) = (#(x1), d(x2))




Metody kernelowe

Maszyna wektoréw nosny

Data projected to R~2

Viabel

ost

Data in R*3 (separable w/ hyperplane)

iz




Metody kernelowe Random Walk Kernel

Zalety liczenia bezposrednio na funkcji kernelowe;j:

@ nie musimy liczy¢ (ani nawet szukad) przetrzeni Hilberta i funkgji
mapujacej - liczenie kernela jest bezposrednie i przez to efektywniejsze

o dla niektérych kerneli szukane przetrzenie Hilberta moga by¢
nieskonczenie wymiarowe

@ czasem jest prosciej podaé kernel, niz funkcje mapujaca

@ * zdarza sig, ze kernel nie jest zawsze dodatnio pétokreslony -
wystarczy, by byt dla naszych danych



Przykfady

Oznaczenia:

nj = |Vi|, m; = |E|

A, B - zbiory etykiet dla wierzchotkéw i krawedzi
Gcount: G R‘AH_'B'

Przyktadowe kernele:
o k(G1,G2) =n1-n + my-my, nj =|Vi|, mj = |Ej|
o k(G17 G2) = <¢count(G1)7 ¢count(G2)>v



Metody kernelowe
Odlegtos¢ edycyjna



Metody kernelowe
Odlegtos¢ edycyjna

Ciekawszym przyktadem moze by¢ funkcja kernelowa oparta na odlegtosci
edycyjnej. Niech xp bedzie ustalonym ,wzorcem” (elementem z przestrzeni
graféw), a d odlegtoscia edycyjna. Zdefiniujmy kernel:

k(x,x") = ky,(x,x") = %(d(x, X0)2 + d(xo, X')2 —2-d(x, X')2) (2)



Metody kernelowe
Odlegtos¢ edycyjna

Ciekawszym przyktadem moze by¢ funkcja kernelowa oparta na odlegtosci
edycyjnej. Niech xp bedzie ustalonym ,wzorcem” (elementem z przestrzeni
graféw), a d odlegtoscia edycyjna. Zdefiniujmy kernel:

k(x,x") = ky,(x,x") = %(d(x, X0)2 + d(xo, X')2 —2-d(x, X')2) (2)

Kernel jest dobrze zdefiniowany, wobec tego istnieje przestrzen Hilberta F
i funkcja mapujaca ¢. Zauwazmy, ze dla dowolnych wektoréw x, x’ € F
zachodzi:

lp(x) — d(x) 1P = (p(x) —
= (B(x), p(x
= k(x, x) +

P(x'), p(x) — o(x'))

)+ (B(x), ¢(x)) — 2 (¢(x), o(x))
k(x',x") — 2k(x, x") (3)
= d(x,x')? — Z(d(x,x)?> + d(x',x')?)

= d(x,x')?

N



Random Walk Kernel

Definition 1 Given real matvices A € "™ and B € BF™9, the Kyonecker product A& B € RV ~™
and columm-stacking operator vec(4) € R™ are dgfined as

AnB 4ApB ... ﬂ{]MB] [Au
A@B:= : ; : : vec(d) =
AnB AnB ... AmB | Aum

where 4, ; denotes the 7™ column of 4.

The Kronecker product and vec operator are linked by the well-kmown property (e.g.. Bemstein,
2005, Proposition 7.1.9):

vee(ABC) = (€ @ A)vec(B). (1

Another well-known property of the Kronecker product which we make use of is (Bernstein, 2003,
Propesition 7.1.6):

(A& B)(CaD)=A4Ca BD. 2)

Finally, the Hadamard product of two real matrices 4, B € R™", denoted by A =B = R™™, is
obtained by element-wise multiplication. It interacts with the Kronecker product via

(4@B)®(CeD)=(deC)a(BoD). @

All the above concepts can be extended to a Reproducing Kemel Hilbert Space (REKHS) (See Ap-
pendix A for details).



Random Walk Kernel
Oznaczenia

Przez graf G rozumiemy uporzadkowany zbiér n wierzchotkéw
V ={wvi,...,Vn}, i zbidr skierowanych krawedzi E C V x V, przy czym
nie dopuszczamy krawedzi do tego samego wierzchotka.

Spacer o dtugosci k na G rozumiemy jako cigg takich indekséw iy, .. ., i,
ze v, ~ V.

Dopuszczamy wagi krawedzi, tzn z kazda krawedzig skojarzona jest waga
wjj, interpretowana jako ,sifa” potgczenia. Jesli krawedz nie istnieje, waga
musi by¢ réwna zero.

Przez A oznaczamy macierz sasiedztwa. Dla graféw niewazonych ;\;j =1
jesli krawedz istnieje (i 0 w przeciwny przypadku). Dla wazonych
przyjmujemy A;j = wj;. Z kolei przez A oznaczamy znormalizowang
macierz s3siedztwa - A = AD™1, gdzie D jest diagonalna macierza stopni
wierzchotka.



Random Walk Kernel
Random Walk

Spacer losowy rozumiemy jako cigg wierzchotkdw generowany zgodnie z
prawdopodobieristwem znormalizowanej macierzy przejécia A. Wéwczas A!
opisuje spacery o dtugosci t. Jedli py jest poczatkowym rozktadem
prawdopodobieristwa na wierzchotkach, to p; = Afpg opisuje rozktad
potozenia po t krokach.

Spacer losowy nie musi i$¢ w nieskoficzonos$¢ - aby zamodelowac to z
kazdym wierzchotkiem v;_skojarzmy prawdopodobiefistwo zatrzymania g;, .
Nasz losowy spacer uwzgledniajac mozliwo$¢ zatrzymania wyraza sie teraz
przez q' p;

Niech X bedzie zbiorem etykiet, se specjalng etykieta (. Dla grafu
etykietowanego (rozwazamy wytacznie etykiety na krawedziach) kojarzymi
z nim macierz X € X"*", gdzie wartosci macierzy odpowiadaja etykiecie
krawedzi (lub {, gdy tej krawedzi nie ma). Niech £: X x X — R bedzie
funkcja kernelowa dla etykiet. Woéwczas przez ¢ oznaczamy funkcje
mapujaca X’ na pewnga przeztrzen Hilberta (dla ktérej ¢ przechodzi na 0).
Z kolei przez ®(X) oznaczamy macierz cech dla grafu G.



Random Walk Kernel

Majac dwa grafy G(V,E) i G'(V', E’) zdefiniujmy ich iloczyn Gy jako
graf ze zbiorem wierzchotkéw:

Vi ={(vi,v)): v e V,v, € V'} (4)

i zbioru krawedzi:

Ex = {((vi,v}), (v, v)): (vi, vj) € E,(v], vg) € E'} (5)






Metody kernelowe Random Walk Kernel

Dla A i A’ bedacych macierzami sasiedztwa dla odpowiednio G i G’
definiujemy macierz sasiedztwa Gy - A, = A® A’. Analogicznie dla
znormalizowanej macierzy sasiedztwa Ay = A® A’



Metody kernelowe Random Walk Kernel

Dla A i A’ bedacych macierzami sasiedztwa dla odpowiednio G i G’
definiujemy macierz sasiedztwa Gy - A, = A® A’. Analogicznie dla
znormalizowanej macierzy sasiedztwa Ay = A® A’

Wykonywanie spaceru losowego na grafie Gy jest réwnowazne wykonaniu
niezaleznie spaceru losowego na kazdym z tych graféw. Wobec tego
zdefiniujmy px = p® p' oraz gx = q® q



Metody kernelowe Random Walk Kernel

W przypadku graféw etykietowanych mozemy skojarzy¢ macierz wag
W, e R *m" 7 G, rozszerzajac iloczyn Kroneckera:

Wy = &(X) @ &(X') (6)

W przypadku, gdy zbiér etykiet jest skofczony, bez straty ogdlnosci
{1,2,...,d}, mozemy pozwoli¢, by przestrzen Hilberta H byta
przestrzenia RY ze standardowym iloczynem skalarnym. Dla kazdej
krawedzi (vj, vi) € E ustalamy ¢(Xj;) = f,—i,, jesli krawedz ma etykiete /,
pozostate wartosci ustawiamy na 0. Ostatecznie (pomijajac dowdd)
mozemy macierz wag iloczynu graféw przedstawi¢ jako:

d
Wy => 'A®'A, (7)
I=1

gdzie A = Ajj gdy Xjj = | i zero w przeciwnym przypadku.



Random Walk Kernel
Random Walk Kernel

Wk reprezentuje podobienstwo pomiedzy $ciezkami (o dtugosci k).
Dodajac poczatkowe prawdopodobienstwo i prawdopodonienstwo
zatrzymania mozemy obliczy¢ oczekiwane podobiefistwo $ciezek g Wk py .
Ostetcznie pomystem na kernel jest zsumowanie dla wszystkich dtugosci
Sciezek:

oo
k(G,G') =" u(k)ax Wipx (8)
k=0
Jednak zwykte zsumowanie mogtoby nie by¢ zbiezne, dlatego dodaje sie
nieujmeny wspdtczynnik (k). Dzieki niemu mozna zagwarantowaé sobie
zbieznos¢, ale tez daje elastyczno$¢ - mozemy bardziej podkresli¢
znaczenie znaczenie $ciezek o danej dtugosci.



Random Walk Kernel

vec-trick

By udowodni¢, ze kernel jest dobrze zdefiniowany, pokazmy najpierw:

Lemma 12 If4 € X™™ B e R™P, and C € XP*9, then
vec(®(4) BD(C)) = (®(C) " @ d(4)) vec(B) € R"*!.
Proof We begin by rewriting the & column of & (4)B®(C) as

[@(A)BOC)]k = B(4) ¥ B.,0(Cp) = T 0(C)D(4)B,
J J

B
By
= [0(CR)P(4),0(Cat) (), ... 0(Cat)P(A)] | .~
Bun
——
vece(B)
= ([0(C1x). O(Cag). ... 0(Cu)] @ P(A4)) vee(B). (70)
To obtain Lemma 12 we stack up the columns of (70):
O(Cr1) 0(Ca1) ..o O(C)
vee(P(4)BD(C)) = : : : D(4) | vec(B)
O(Ca) 0(C2n) .o O(Con)

= (®(C)" @ D(4)) vec(B). ™



Metody kernelowe Random Walk Kernel Efektywne algorytm

Uzywajac powyzszego lematu, pokazemy, ze:

Vk e N: Whp, = vec[d(X)ep'(0(X)<p)T] (9)
Dowéd przeprowadzimy indukcyjny. Dla k = 0 mamy:

Wepx = px = (p® p')vec(l) = vec(p'lp") = vec[®(X')°p'(#(X)%p) "]
(10)
Zatézmy, ze Wkp, = vec[®(X)5p'(®(X)*p)T]. Uzywajac vec-tricku:

WEHp, = Wo Wy = (9(X) x S(X))vec[®(X)*p'(®(X)*p)T]
— vec[®(X)O(X )</ (6(X)kp) T&(X)T] (1)
— vecl®(X)<F1p ((X)<+1p)T]



Metody kernelowe Random Walk Kernel

Teraz mozemy pokazaé, ze jedli w naszej definicji kernela pu(k) jest takie,
ze formuta jest zbiezna, to jest to dobrze zdefiniowany kernel:

a4y Wipx = (9@ ¢') T vec[®(X') p'(®(X)*p) ']
= vec[q'T &(X")*p'(®(X)*p) " q]
= (q"o(X)*p) (¢ O(X")*p')
= f(G) k(")
Otrzymujemy, ze pojedynczy sktadnik jest symetryczny i dodatnio

poétokreslony. Poniewaz funkcje kernelowe s3 zamkniete ze wzgledu na
liniowe kombinacje i granice punktowe, otrzymujemy teze.



Random Walk Kernel
Szczegélne przypadki

Mozemy sprébowaé zdefiniowaé kernel na grafach etykietowanych
(krawedziowo), ale poprzez spacery i ich ciagi etykiet. Spacerem o dtugosci
t na grafie G jest ciag i1, ..., ir+1 taki, ze v ~ vga1. Niech h=hy,... h;
bedzie ciggiem etykiet krawedzi, natomiast niech P;; bedzie macierza
przejscia z wierzchotka v; do wierzchotka v;, a p i g niech beda
prawdopodobienstwami poczatkowym i stopu. Wéwczas
prawdopdobienstwo Sciezki h jest réwne:

t
p(hG) = gy [ PiivaPis (13)
j=1

Nastepnie potrzebujemy zdefiniowac kernel dla dwdch réznych Sciezek
(gdzie ¢ oznacza funkcje przypisujaca etykiety krawedziom):

t t

&(h, ") = T &(hi 0) = TT{@(hi). &(h7)) (14)

i=1 i=1

jesli hi h' maja te sama dtugos¢ (i O w przeciwnym przypadku).



Metody kernelowe Random Walk Kernel Efektywne algorytm

Teraz mozemy nasz kernel zdefiniowad jako:

= 33k e 616 (15)
Ostatecznie mozna zapisaé to w formie (bez dowodu):

k(G,G")=ql(l — Tx) 1px, (16)
gdzie T, = [vec(P)vec(P')] ® [®(X) @ (X")].

Okazuje sie, ze rowniez te formute mozna zapisaé przy pomocy
zdefiniowanego wczedniej kernela. Zatézmy, ze pu(k) = A dla pewnego
A > 0. Wéwcezas mozemy zapisad:

k(G,G") =" Mgl Wkpx = qu (I — AWy) " p (17)
k=0

Przyjmujac A = 1 i definiujac ®(Xj) = P,-J-CID(S(,-J-), (co oznacza, ze
Wy = Tx) otrzymujemy réwnowaznos$¢ definicji.



Metody kernelowe Random Walk Kernel

Innym szczegdlnym przypadkiem jest kernel zliczajacy identyczne Sciezki:

K(G.6) = 3030 3 AL, (18)

i=1 j=1 k=0

Aby uzyskaé ten kernel w naszym frameworku podstawiamy (k) = MK,
zaktadamy jednostajny rozkfad startu i stopu (p; = q; = %) i niech

®(X) = A oraz ®(X’') = A’. Ostatecznie otrzymujemy:

- 1 n n oo ~
k(G,G') = q;r(/ - Tx) lpx =22 ZZ Z /\k[A’;]ij (19)
i=1j=1 k=0



Metody kernelowe Random Walk Kernel

Innym szczegdlnym przypadkiem jest kernel zliczajacy identyczne Sciezki:

K(G.6) = 3030 3 AL, (18)
i—=1 j=1 k=0

Aby uzyskaé ten kernel w naszym frameworku podstawiamy (k) = MK,

_ 1

zaktadamy jednostajny rozktad startu i stopu (p; = g; = <), i niech

®(X) = A oraz ®(X’') = A’. Ostatecznie otrzymujemy:

- 1 n n oo ~
k(G,G') = q;r(/ - Tx) lpx =22 ZZ Z /\k[A’;]ij (19)
i=1j=1 k=0

W pracy wyrdznione s3 dwa przypadki doboru p(k):



Efektywne algorytmy
Ztozonos¢

Naiwne podejécie dla kernelu geometrycznego (u(k) = A\¥) wymaga
odwrécenia macierzy (I — AWy ). Ztozono$¢ takiej operacji jest szeScienna
od wymiaru macierzy. Jako, ze nasza wyjSciowa macierz jest wymiaru

n? x n?, to cato$¢ obliczen ma ztozono$¢ O(n®).



Efektywne algorytmy
Metoda réwnania Sylvestera

Réwnanie Sylvestera jest postaci:

M = SMT + My (20)

gdzie w naszym przypadku S, T, My € R"*". Takie réwnania sa
rozwiazywane w czasie O(n3). Niestety uogélnione réwnanie Sylvestera:

d
M=>"SMT; + Mo (21)
i=1
wymaga rozktadu Shura d macierzy, co jest bardziej kosztowne (ztozonos¢
nie jest znana).



Metody kernelowe Random Walk Kernel Efektywne algorytmy

Nasz problem mozemy sprowadzi¢ do powyzszego problemu:

d
M=> NAMAT + My, (22)
i=1
gdzie vec(Mp) = px. Dalej mamy:
d . .
vec(M) = X Z vec(AM AT) + py (23)
i=1
Uzywajac vec-tricku otrzymujemy:

(1 - )\f:iA @ "A)vec(M) = px (24)

oraz podstawiajac Wy = 329 /A A"

vec(M) = (I — AW, )" py

N (25)
g, vec(M) = g (1 — AW,)tpy

Dla oraféw nieetvkietowanveh otrzvmuiemyv ztozonaéé O(n3)



Efektywne algorytmy
Metoda gradientu sprzezonego

Uzywajac gradientu sprzezonego umiemy rozwigzywa¢ réwnania
Mx = b (26)
o ile macierz M jest symetryczna i dodatnio okreslona.

Nasz problem mozna rozwigzaé wpierw rozwigzujac:

(I = AWy )x = px, (27)

a nastepnie obliczajac xq, . Naiwne rozwiazanie powyzszego réwnania

jednak nadal wymaga O(n*) operacji, jako ze W, ma wymiar n? x n?.



Metody kernelowe an a Efektywne algorytmy

Woprowadzajac macierz Y € R"™" i y = vec(Y'), oraz uzywajac vec-tricku
mozemy zapisac:

Wiy = (®(X) @ &(X'))vec(Y) = vec(®(X')Y @ CD(X)T) (28)
Woéwczas jedli ¢(-) € RY mozemy policzyé powyzszy iloczyn w czasie
O(dn3). Jedli Phi(X) i Phi(X') sa rzadkie, wéwczas mozna policzyé

jeszcze szybciej (O(n?), jesli O(n) jest niezerowych elementéw w Phi(X) i
Phi(X")).



Efektywne algorytmy
Metoda punktu statego

Nasz kernel mozna zapisaé do postaci:

x = px + AWy x (29)

Znalezienie x jest rébwnowazne znalezieniu punktu statego.
Ustawiamy xp = px, a nastepnie obliczamy:

Xe41 = Px + AWxxe, (30)

dopdki [[xer1 — x¢|| > €



Efektywne algorytmy
Metoda dekompozycji spektralnej

Niech Wy = Py Dy P;l bedzie takim rozktadem W, ze kolumny Py s3
jej wektorami wtasnymi, a Dy macierza diagonalna o wartosciach bedacymi
wartosciami wiasnymi. Kernel btadzenia losowego mozemy zapisac:

k(G, G)—Zu (K)as (PxDx Pi ) px = gy Px( ZM DX)P5 ' px
k=0 k=0
(31)
Co oznacza, ze do policzenia kernelu wystarczy policzy¢ potege
diagonalnej macierzy. Biorac odpowiednie p(k) obliczenia sie trywializuja



Metody kernelowe Random Walk Kernel Efektywne algorytmy

Dla (k) = \¥ otrzemujemy:

Zu )G (Px Dx P M) p = g Px( Zu D%)P3 " px

k=0
(32)
Podobny wynik otrzymujemy dla wykfadniczego kernela p(k) = ;\(—T
Problemem jest to, ze samo znalezienie rozktadu gestej macierzy Wi,
ktéra jest o wymiarach n? x n?, zajmuje O(n®) czasu.
Powyzszy wynik mozna jednak poprawi¢ dla graféw nieetykietowanych.



Efektywne algorytmy
Metoda przyblizenia iloczynu Kroneckera

Idea jest znalezienie macierzy S i T takich, ze Wy, =~ S ® T, a nastepnie
uzy¢ jednej z powyzszych metod dla S ® T przyjmujac, ze jest to macierz

sasiedztwa grafu nieetykietowanego.
Do tego celu liczy sie norme Frobeniusa ||Wy — S ® T|| ¢ liczac najwigksze

wartosci wtasne permutacji Wi .



Efektywne algorytmy
Poréwnanie efektywnosci



Efektywne algorytmy

Poréwnanie efektywnosci

sparsity dense sparse
edge labels || none/scalar | finite set | finite-dim. ‘ eo-dim.

Method (Section) W, = Axd (7 kernel (6) any

Sylvester Equation (4.1) m?n? unknown ‘ — —
Conjugate Gradient (4.2) mrrn’ m*rdn® mrrnt | mPrn?
Fixed-Point Iterations (4.3) m2kn’ m2kdn’ m?kn* | m*kn?

Spectral Decomposition (4.4) || (m+n)mn’ m>n® —

Nearest Kron. Product (4.5) | 1 | m*Kdn? m?in? | 7 |

Table 1: Worst-case time complexity (in O(-) notation) of our methods for an m x m graph kernel
matrix, where n = size of the graphs (number of nodes), d = size of label set resp. dimen-
sionality of feature map, r = effective rank of W, ¥ = number of fixed-point iterations

(31). and ¥’ = number of power iterations (37).



Efektywne algorytmy

Poréwnanie efektywnosci

Runtime vs. graph size Impact of vec-trick on runtime

10* T B 10! T T
== dense
103k | — sparse 10°
e Sylv, -
o
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Figure 3: Time to compute a 10x 10 kernel matrix on random graphs with » nodes and 37 edges as
a function of the graph size n. Left: The Sylvester equation (Sylv.), conjugate gradient
(CG), fixed-point iteration (FP), and spectral decomposition (spec.) approaches, com-
pared to the dense and sparse direct method. Thin straight lines indicate O(n®) (black
dots) resp. O(n*) (red dashes) scaling. Right: Kashima et al.’s (2004) fixed-point itera-
tion (original) compared to our version, which exploits Lemma 12 (vec-trick).
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Figure 5: Time (in seconds on a log-scale) to compute 100x 100 kernel matrix for unlabeled (left)
resp. labeled (right) graphs from several data sets, comparing the conventional sparse
method to our fast Sylvester equation, conjugate gradient (CG), fixed-powmt iteration (FP),
and spectral approaches.
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