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Rysunek: Przykłady użycia grafów do zamodelowania molekuł białkowych (z
lewej) lub sieci internetowej (z prawej)

jak podobne są dwa grafy?

jak podobne są dwa wierzchołki w grafie?
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Definicja funkcji podobieństwa

Dla danych dwóch grafów G i G ′ chcemy znaleźć funkcję:

s : G1 × G2 7→ R,

która mierzy podobieństwo pomiędzy grafami G i G ′.
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Techniki porównywania grafów

algorytmy matchujące

izomorfizm grafów, izomorfizm podgrafu

największy wspólny podgraf, najmniejszy wspólny nadgraf,
maksymalne wspólne podgrafy

algorytmy niepełnego dopasowania, odległość edycyjna

deskryptory topologiczne
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Metody kernelowe

Mamy pewien zbiór obiektów X . Chcemy znaleźć przestrzeń Hilberta F
funkcję mapującą φ : X 7→ F , dla której nasza funkcja podobieństa będzie
wyrażona:

k(x1, x2) = 〈φ(x1), φ(x2)〉F (1)
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Dodatnia półokreśloność

Definition (Dodatnia półokreśloność)

Macierz rzeczywistą K, o wymiarach n × n, dla której zachodzi vTKv  0
dla dowolnego wektora v ∈ R nazywamy dodatnio półokreśloną.

Funkcję k : X 7→ R nazywamy dodatnio półokreśloną, jeśli dla dowolnych
x1, . . . , xn ∈ X macierz K ∈ Rn×n zdefiniowaną przez Kij = k(xi , xj) jest
dodatnio półokreślona.
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Twierdzenie Mercera

Jeśli żądamy, by istniała przestrzeń Hilberta F , oraz funkcja mapująca φ,
to nasza funkcja podobieństwa (kernel) była symetryczna oraz dodatnio
półokreślona.

Okazuje się, że są to warunki wystarczające:

Theorem (Twierdzenie Mercera)

Jeśli k : X × X 7→ R jest symetryczna i dodatnio półokreślona, to istnieje
przetrzeń Hilberta F oraz funkcja mapująca φ, dla których zachodzi:
k(x1, x2) = 〈φ(x1), φ(x2)〉
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Maszyna wektorów nośnych
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Zalety liczenia bezpośrednio na funkcji kernelowej:

nie musimy liczyć (ani nawet szukać) przetrzeni Hilberta i funkcji
mapującej - liczenie kernela jest bezpośrednie i przez to efektywniejsze

dla niektórych kerneli szukane przetrzenie Hilberta mogą być
nieskończenie wymiarowe

czasem jest prościej podać kernel, niż funkcję mapującą

* zdarza się, że kernel nie jest zawsze dodatnio półokreślony -
wystarczy, by był dla naszych danych
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Przykłady

Oznaczenia:
ni = |Vi |, mi = |Ei |
A, B - zbiory etykiet dla wierzchołków i krawędzi
φcount : G 7→ R|A|+|B|

Przykładowe kernele:

k(G1,G2) = n1 · n2 + m1 ·m2, ni = |Vi |, mi = |Ei |
k(G1,G2) = 〈φcount(G1), φcount(G2)〉,
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Odległość edycyjna

Ciekawszym przykładem może być funkcja kernelowa oparta na odległości
edycyjnej. Niech x0 będzie ustalonym „wzorcem” (elementem z przestrzeni
grafów), a d odległością edycyjną. Zdefiniujmy kernel:

k(x , x ′) = kxo (x , x ′) =
1
2

(d(x , x0)
2 + d(x0, x

′)2 − 2 · d(x , x ′)2) (2)

Kernel jest dobrze zdefiniowany, wobec tego istnieje przestrzeń Hilberta F
i funkcja mapująca φ. Zauważmy, że dla dowolnych wektorów x , x ′ ∈ F
zachodzi:

‖φ(x)− φ(x ′)‖2 = 〈φ(x)− φ(x ′), φ(x)− φ(x ′)〉
= 〈φ(x), φ(x)〉+ 〈φ(x ′), φ(x ′)〉 − 2 · 〈φ(x), φ(x ′)〉
= k(x , x) + k(x ′, x ′)− 2k(x , x ′)

= d(x , x ′)2 − 1
2

(d(x , x)2 + d(x ′, x ′)2)

= d(x , x ′)2

(3)
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Oznaczenia

Przez graf G rozumiemy uporządkowany zbiór n wierzchołków
V = {v1, . . . , vn}, i zbiór skierowanych krawędzi E ⊂ V × V , przy czym
nie dopuszczamy krawędzi do tego samego wierzchołka.

Spacer o długości k na G rozumiemy jako ciąg takich indeksów i0, . . . , ik ,
że vir−1 ∼ vir .

Dopuszczamy wagi krawędzi, tzn z każdą krawędzią skojarzona jest waga
wij , interpretowana jako „siła” połączenia. Jeśli krawędź nie istnieje, waga
musi być równa zero.

Przez Ã oznaczamy macierz sąsiedztwa. Dla grafów nieważonych Ãij = 1
jeśli krawędź istnieje (i 0 w przeciwny przypadku). Dla ważonych
przyjmujemy Ãij = wij . Z kolei przez A oznaczamy znormalizowaną
macierz sąsiedztwa - A = ÃD−1, gdzie D jest diagonalną macierzą stopni
wierzchołka.
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Random Walk

Spacer losowy rozumiemy jako ciąg wierzchołków generowany zgodnie z
prawdopodobieństwem znormalizowanej macierzy przejścia A. Wówczas At

opisuje spacery o długości t. Jeśli p0 jest początkowym rozkładem
prawdopodobieństwa na wierzchołkach, to pt = Atp0 opisuje rozkład
położenia po t krokach.

Spacer losowy nie musi iść w nieskończoność - aby zamodelować to z
każdym wierzchołkiem vik skojarzmy prawdopodobieństwo zatrzymania qik .
Nasz losowy spacer uwzględniając możliwość zatrzymania wyraża się teraz
przez q>pt

Niech X będzie zbiorem etykiet, se specjalną etykietą ζ. Dla grafu
etykietowanego (rozważamy wyłącznie etykiety na krawędziach) kojarzymi
z nim macierz X ∈ X n×n, gdzie wartości macierzy odpowiadają etykiecie
krawędzi (lub ζ, gdy tej krawędzi nie ma). Niech k : X × X 7→ R będzie
funkcją kernelową dla etykiet. Wówczas przez φ oznaczamy funkcję
mapującą X na pewną przeztrzeń Hilberta (dla której ζ przechodzi na 0).
Z kolei przez Φ(X ) oznaczamy macierz cech dla grafu G .
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Mając dwa grafy G (V ,E ) i G ′(V ′,E ′) zdefiniujmy ich iloczyn G× jako
graf ze zbiorem wierzchołków:

V× = {(vi , v ′r ) : vi ∈ V , v ′r ∈ V ′} (4)

i zbioru krawędzi:

E× = {((vi , v
′
r ), (vj , v

′
s)) : (vi , vj) ∈ E , (v ′r , v

′
s) ∈ E ′} (5)
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Dla Ā i Ā′ będących macierzami sąsiedztwa dla odpowiednio G i G ′

definiujemy macierz sąsiedztwa G× - Ā× = Ā⊗ Ā′. Analogicznie dla
znormalizowanej macierzy sąsiedztwa A× = A⊗ A′

Wykonywanie spaceru losowego na grafie G× jest równoważne wykonaniu
niezależnie spaceru losowego na każdym z tych grafów. Wobec tego
zdefiniujmy p× = p ⊗ p′ oraz q× = q ⊗ q′
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W przypadku grafów etykietowanych możemy skojarzyć macierz wag
W× ∈ Rnn′×nn′ z G× rozszerzając iloczyn Kroneckera:

W× = Φ(X )⊗ Φ(X ′) (6)

W przypadku, gdy zbiór etykiet jest skończony, bez straty ogólności
{1, 2, . . . , d}, możemy pozwolić, by przestrzeń Hilberta H była
przestrzenią Rd ze standardowym iloczynem skalarnym. Dla każdej
krawędzi (vj , vi ) ∈ E ustalamy φ(Xij) = el

di
, jeśli krawędź ma etykietę l ,

pozostałe wartości ustawiamy na 0. Ostatecznie (pomijając dowód)
możemy macierz wag iloczynu grafów przedstawić jako:

W× =
d∑

l=1

lA⊗ lA′, (7)

gdzie lA = Aij gdy Xij = l i zero w przeciwnym przypadku.
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Random Walk Kernel

W k
× reprezentuje podobieństwo pomiędzy ścieżkami (o długości k).

Dodając początkowe prawdopodobieństwo i prawdopodonieństwo
zatrzymania możemy obliczyć oczekiwane podobieństwo ścieżek q>×W

k
×p×.

Ostetcznie pomysłem na kernel jest zsumowanie dla wszystkich długości
ścieżek:

k(G ,G ′) =
∞∑
k=0

µ(k)q>×W
k
×p× (8)

Jednak zwykłe zsumowanie mogłoby nie być zbieżne, dlatego dodaje się
nieujmeny współczynnik µ(k). Dzięki niemu można zagwarantować sobie
zbieżność, ale też daje elastyczność - możemy bardziej podkreślić
znaczenie znaczenie ścieżek o danej długości.
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vec-trick

By udowodnić, że kernel jest dobrze zdefiniowany, pokażmy najpierw:
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Używając powyższego lematu, pokażemy, że:

∀k ∈ N : W k
×p× = vec[Φ(X ′)kp′(Φ(X )kp)>] (9)

Dowód przeprowadzimy indukcyjny. Dla k = 0 mamy:

W 0×p× = p× = (p ⊗ p′)vec(1) = vec(p′1p>) = vec[Φ(X ′)0p′(Φ(X )0p)>]
(10)

Załóżmy, że W k
×p× = vec[Φ(X ′)kp′(Φ(X )kp)>]. Używając vec-tricku:

W k+1
× p× = W×W

k
×p× = (Φ(X )× Φ(X ′))vec[Φ(X ′)kp′(Φ(X )kp)>]

= vec[Φ(X ′)Φ(X ′)kp′(Φ(X )kp)>Φ(X )>]

= vec[Φ(X ′)k+1p′(Φ(X )k+1p)>]

(11)
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Teraz możemy pokazać, że jeśli w naszej definicji kernela µ(k) jest takie,
że formuła jest zbieżna, to jest to dobrze zdefiniowany kernel:

q>×W
k
×p× = (q ⊗ q′)>vec[Φ(X ′)kp′(Φ(X )kp)>]

= vec[q′>Φ(X ′)kp′(Φ(X )kp)>q]

= (q>Φ(X )kp)>(q′>Φ(X ′)kp′)

= fk(G )>fk(G ′)

(12)

Otrzymujemy, że pojedynczy składnik jest symetryczny i dodatnio
półokreślony. Ponieważ funkcje kernelowe są zamknięte ze względu na
liniowe kombinacje i granice punktowe, otrzymujemy tezę.
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Szczególne przypadki

Możemy spróbować zdefiniować kernel na grafach etykietowanych
(krawędziowo), ale poprzez spacery i ich ciągi etykiet. Spacerem o długości
t na grafie G jest ciąg i1, . . . , it+1 taki, że vk ∼ vk+1. Niech h = h1, . . . , ht
będzie ciągiem etykiet krawędzi, natomiast niech Pij będzie macierzą
przejścia z wierzchołka vi do wierzchołka vj , a p i q niech będą
prawdopodobieństwami początkowym i stopu. Wówczas
prawdopdobieństwo ścieżki h jest równe:

p(h|G ) = qit+1

t∏
j=1

Pij ,ij+1pi1 (13)

Następnie potrzebujemy zdefiniować kernel dla dwóch różnych ścieżek
(gdzie φ oznacza funkcję przypisującą etykiety krawędziom):

k (h, h′) =
t∏

i=1

k (hi , h
′
i ) =

t∏
i=1

〈φ̂(hi ), φ̂(h′i )〉 (14)

jeśli h i h′ mają tę samą długość (i 0 w przeciwnym przypadku).
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Teraz możemy nasz kernel zdefiniować jako:

k(G ,G ′) =
∑
h

∑
h′

k (h, h′)p(h|G )p(h′|G ′) (15)

Ostatecznie można zapisać to w formie (bez dowodu):

k(G ,G ′) = q>×(I − T×)−1p×, (16)

gdzie T× = [vec(P)vec(P ′)>]� [Φ̂(X )⊗ Φ̂(X ′)].

Okazuje się, że również tę formułę można zapisać przy pomocy
zdefiniowanego wcześniej kernela. Załóżmy, że µ(k) = λk dla pewnego
λ > 0. Wówczas możemy zapisać:

k(G ,G ′) =
∞∑
k=0

λkq>×W
k
×p× = q>×(I − λW×)−1p× (17)

Przyjmując λ = 1 i definiując Φ(Xij) = Pij
ˆΦ(Xij), (co oznacza, że

W× = T×) otrzymujemy równoważność definicji.
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Innym szczególnym przypadkiem jest kernel zliczający identyczne ścieżki:

k(G ,G ′) =
n∑

i=1

n′∑
j=1

∞∑
k=0

λk [Ãk
×]ij (18)

Aby uzyskać ten kernel w naszym frameworku podstawiamy µ(k) = λk ,
zakładamy jednostajny rozkład startu i stopu (pi = qi = 1

n ), i niech
Φ(X ) = Ã oraz Φ(X ′) = Ã′. Ostatecznie otrzymujemy:

k(G ,G ′) = q>×(I − T×)−1p× =
1

n2 · n′2
n∑

i=1

n′∑
j=1

∞∑
k=0

λk [Ãk
×]ij (19)

W pracy wyróżnione są dwa przypadki doboru µ(k):

µ(k) = λk

µ(k) = λk

k!
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Złożoność

Naiwne podejście dla kernelu geometrycznego (µ(k) = λk) wymaga
odwrócenia macierzy (I − λW×). Złożoność takiej operacji jest sześcienna
od wymiaru macierzy. Jako, że nasza wyjściowa macierz jest wymiaru
n2 × n2, to całość obliczeń ma złożoność O(n6).
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Metoda równania Sylvestera

Równanie Sylvestera jest postaci:

M = SMT + M0 (20)

gdzie w naszym przypadku S ,T ,M0 ∈ Rn×n. Takie równania są
rozwiązywane w czasie O(n3). Niestety uogólnione równanie Sylvestera:

M =
d∑

i=1

SiMTi + M0 (21)

wymaga rozkładu Shura d macierzy, co jest bardziej kosztowne (złożoność
nie jest znana).
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Nasz problem możemy sprowadzić do powyższego problemu:

M =
d∑

i=1

λiA′M iA> + M0, (22)

gdzie vec(M0) = p×. Dalej mamy:

vec(M) = λ
d∑

i=1

vec(iA′M iA>) + p× (23)

Używając vec-tricku otrzymujemy:

(I − λ
d∑

i=1

iA⊗ iA′)vec(M) = p× (24)

oraz podstawiając W× =
∑d

l=1
lA⊗ lA′:

vec(M) = (I − λW×)−1p×

q>×vec(M) = q>×(I − λW×)−1p×
(25)

Dla grafów nieetykietowanych otrzymujemy złożoność O(n3).
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Metoda gradientu sprzężonego

Używając gradientu sprzężonego umiemy rozwiązywać równania

Mx = b (26)

o ile macierz M jest symetryczna i dodatnio określona.

Nasz problem można rozwiązać wpierw rozwiązując:

(I − λW×)x = p×, (27)

a następnie obliczając xq>× . Naiwne rozwiązanie powyższego równania
jednak nadal wymaga O(n4) operacji, jako że W× ma wymiar n2 × n2.
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Wprowadzając macierz Y ∈ Rn×n i y = vec(Y ), oraz używając vec-tricku
możemy zapisać:

W×y = (Φ(X )⊗ Φ(X ′))vec(Y ) = vec(Φ(X ′)Y ⊗ Φ(X )>) (28)

Wówczas jeśli φ(·) ∈ Rd możemy policzyć powyższy iloczyn w czasie
O(dn3). Jeśli Phi(X ) i Phi(X ′) są rzadkie, wówczas można policzyć
jeszcze szybciej (O(n2), jeśli O(n) jest niezerowych elementów w Phi(X ) i
Phi(X ′)).
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Metoda punktu stałego

Nasz kernel można zapisać do postaci:

x = p× + λW×x (29)

Znalezienie x jest równoważne znalezieniu punktu stałego.
Ustawiamy x0 = p×, a następnie obliczamy:

xt+1 = p× + λW×xt , (30)

dopóki ‖xt+1 − xt‖ > ε
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Metoda dekompozycji spektralnej

Niech W× = P×D×P
−1
× będzie takim rozkładem W×, że kolumny P× są

jej wektorami własnymi, a D× macierzą diagonalną o wartościach będącymi
wartościami własnymi. Kernel błądzenia losowego możemy zapisać:

k(G ,G ′) =
∞∑
k=0

µ(k)q>×(P×D×P
−1
× )kp× = q>×P×(

∞∑
k=0

µ(k)Dk
×)P−1× p×

(31)
Co oznacza, że do policzenia kernelu wystarczy policzyć potęgę
diagonalnej macierzy. Biorąc odpowiednie µ(k) obliczenia się trywializują
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Dla µ(k) = λk otrzemujemy:

k(G ,G ′) =
∞∑
k=0

µ(k)q>×(P×D×P
−1
× )kp× = q>×P×(

∞∑
k=0

µ(k)Dk
×)P−1× p×

(32)
Podobny wynik otrzymujemy dla wykładniczego kernela µ(k) = λk

k! .
Problemem jest to, że samo znalezienie rozkładu gęstej macierzy W×,
która jest o wymiarach n2 × n2, zajmuje O(n6) czasu.
Powyższy wynik można jednak poprawić dla grafów nieetykietowanych.
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Metoda przybliżenia iloczynu Kroneckera

Ideą jest znalezienie macierzy S i T takich, że W× ≈ S ⊗ T , a następnie
użyć jednej z powyższych metod dla S ⊗ T przyjmując, że jest to macierz
sąsiedztwa grafu nieetykietowanego.
Do tego celu liczy się normę Frobeniusa ‖W× − S ⊗ T‖F licząc największe
wartości własne permutacji W×.
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Porównanie efektywności
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Dziękuję za uwagę.
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Swarnendu Ghosh i in. - „The journey of graph kernels through two
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