Acykliczne kolorowanie graféw

i metoda kompresji entropii

Matgorzata Dymek

Informatyka stopien Il rok |
Uniwesytet Jagiellonski

1/52



Twierdzenia

Theorem (1)

Dla kazdego grafu G z maksymalnym stopniem wierzchotka A > 24 spetnione jest

4
8A3
xa(G)<min{;A3+5A14,;A§+A+ - ’ +1}.

A3 —4

Theorem (2)
Niech v > 1, v € Z oraz G € K z maksymalnym stopniem wierzchotka A. Wtedy

Xa(G) < [A(1+ v2y+3)|.

gdzie IC., jest rodzing graféw nie zawierajacych K .1 takich, ze wierzchotki pierwszej klasy ze
sobg nie sasiaduja.
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Ograniczenie x,(G) dla G € K,

Niech v > 1, v € Z oraz G € K z maksymalnym stopniem wierzchotka A. Wtedy

xa(6) < [0+ v2y+3)|.

Dowdd:

Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze istnieje graf G € K, z maksymalnym
stopniem wierzchotka A takim, ze x,(G) > [A(1 + /27 + 4)] .

Definiujemy algorytm, ktéry “prébuje” pokolorowa¢ acyklicznie graf G k = [A(1 + /27 + 4)|
kolorami. Niech < bedzie dowolnym porzadkiem liniowym wierzchotkéw G.

Niech V € {1,2,...,k}' bedzie wektorem koloréw dtugosci pewnego duzego t > n = |V(G)|.
Algorytm prébuje pokolorowaé G kolorami z V' i zwraca czeSciowe acykliczne kolorowanie

v: V(G) = {,1,2,... Kk} oraz rejestr operacji R.
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AcyclicColoringGamma_G

Algorithm 1: AcYCLICCOLORINGGAMMA_G

Input :V (vector of length t).
Output: (¢, R).

1 for allvin V(G)do

2 | p(v) <o

3 R < newfile()

4 fori < 1totdo

Let v be the smallest (w.r.t. <) uncolored vertex of G
@(v) < V[

Write "Color \n"inR

if p(v) = ¢(u) for u € N(v) then

// Proper coloring issue

9 P(v) < o

10 Write "Uncolor, neighbor u \n"inR

1 else if v belongs to a bicolored cycle of length 2k (k > 2), say (v = uy,
// Bicolored cycle issue

® N w

12 forj < 1to 2k — 2do

13 | olu) <o

14 L Write "Uncolor, 2k-cycle (v =uy,...,ux) \n"inR
15 return (¢, R)

..., Uy) then
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Ograniczenie x,(G) dla G € K,

Niech v > 1, v € Z oraz G € K z maksymalnym stopniem wierzchotka A. Wtedy

Xa(G) < [A(L+ v2r+3)|.

Dowdd:

Z kazdego wyniku (¢, R) algorytmu AcyclicColoringGamma_G mozemy jednoznacznie
wyznaczy¢ odpowiadajace mu V' (Lemat 3), zatem funkcja mapujaca V na (¢, R) jest
iniekcja. Liczba mozliwych wejéé V jest réwna kt.

Istnieje co najwyzej (1 + k)" mozliwych czgsciowych rk-kolorowan ¢ grafu G oraz co najwyzej
o(k") mozliwych rejestréw R (Lemat 8). Zatem liczba mozliwych wynikéw (i, R) jest rzedu
o(k') (co najwyzej (1 + k)" x o(k') i t > n).

Wynikfoby z tego, ze liczba mozliwych wynikéw o(k") jest mniejsza od liczby mozliwych wejs¢
k't dla odpowiednio duzego t, co prowadzi do sprzecznoéci z réznowartoéciowoscia funkgji
mapujace;. 0
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AcyclicColoringGamma_G

w; — czesciowe acykliczne kolorowanie otrzymane po i krokach AcyclicColoringGamma_G
@i C V(G) — zbiér wierzchotkéw pokolorowanych w ¢;

v; — wierzchotek rozpatrywany w i-tym kroku

R; — rejestr R po i krokach

V; — wektor wejsSciowy V ograniczony do jego pierwszych i elementéw.

p; — czesciowe acykliczne k-kolorowanie grafu G
G nie jest acyklicznie k-kolorowalny

i 4

@i € V(G) = vjq1 jest jednoznacznie zdefiniowane,

Dodatkowo R posiada doktadnie i linii “Color”. Widaé, ze R; odpowiada tym liniom z R,
ktére znajduja sie przed (i + 1)-sza linig “Color”.
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Cechy rejestru

Majac dane (j, R;) z algorytmu AcyclicColoringGamma_G, mozemy jednoznacznie
wyznaczy¢ odpowiadajacy im V.

Dowdd:
Wystarczy pokazaé, ze z (¢;, R;) jesteSmy w stanie wyprowadzi¢ (p;—1, Ri—1) i V[i].
Przeprowadzimy dowdd poprzez indukcje na J.

1. Vh moze by¢ uzyskane w sposéb trywialny z(¢o, Ro) — jest puste.

2. Dla dowolnego i, Ri_1 mozemy pozyskaé z R; poprzez rozpatrzenie linii przed ostatnig
linig “Color"”. Nastepnie z Rj_1; mozemy prosto odtworzy¢ @;_1 oraz v;.
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Cechy rejestru

Majac dane (i, R;) z algorytmu AcyclicColoringGamma_G, mozemy jednoznacznie
wyznaczy¢ odpowiadajacy im V.

Zauwazmy, ze w i-tym kroku dopisujemy do rejestru jedna linie “Color” i co najwyzej jedna
linie “Uncolor”. Rozpatrzmy trzy przypadki:

o Jedli ostatnia linia to linia “Color’, to V[i] = vi(vi), a @i—1 uzyskujemy z ¢; poprzez
odkolorowanie v;.

® Jedli ostatnia linia to linia “Uncolor, neighbour” u, to V[i] = ¢i(u) i pi—1 = ¢i.

o Jesli ostatnia linia to linia “Uncolor, 2k-cycle” (u1,...,u), to V[i] = pi(uak-1), a
;1 uzyskujemy z o; poprzez pokolorowanie wierzchotkéw u; dla 2 < j < 2k — 2 w taki
sposéb, ze p;_1(uj) jest réwne @;(uax—1) jesli j jest nieparzyste, lub ¢;(u2k) wpp.

O
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Cechy rejestru — “zte wydarzenia”

Poniewaz algorytm AcyclicColoringGamma_G nie jest w stanie pokolorowaé G, rejestr R ma
doktadnie t linii “Color” (dtugo$¢ wektora wejéciowego). Zawiera réwniez linie “Uncolor”
réznego typu: “neighbour” (typl), “4-cycle” (typ 2), “6-cycle” (typ 3), ..., “n-cycle”
(typ 3)-

Niech 7= {1,2,..., 7} bedzie zbiorem typéw tych “ztych wydarzen”. Oznaczmy przez s;
liczbe wierzchotkéw odkolorowywanych przez wydarzenie typu j.

® Dla zdarzenia typu “Uncolor, neighbour” odkolorowywany jest jeden wierzchotek,
zatem s; = 1.

® Dla zdarzen typu “Uncolor, 2k-cycle” odkolorowywane jest 2k — 2 wierzchotkéw,
zatem s =2k —2dla2 < k < [§].
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Cechy rejestru — ilos¢ mozliwych rejestrow

Aby policzy¢ catkowita liczbe mozliwych do stworzenia rejestréw policzmy liczbe mozliwych
réznych wpiséw, oznaczong przez C;, spowodowanych linig “Uncolor” typu j.

® Linia “Uncolor, neighbour” moze wyprodukowaé A réznych wpiséw — stad C; = A.

® |inia “Uncolor, 2k-cycle" jest powigzana z cyklem dtugosci 2k przechodzacym przez v
— ktérych iloé¢ jest ograniczona przez 1yAZK=2 (*), stad Gy = 2yAZ 2 dla2 < k < [3].

Kazda linia “Uncolor” jest powigzana z pewnym wydarzeniem typu j, j € T, ktorych liczba
nie przekracza C;, zatem mozemy je ponumerowac¢ od 1 do C;.

Bedziemy odnosi¢ sie k-tego do wydarzenia typu j jako do wydarzenia (J, k).

(*) Alon N., McDiarmid C., Reed B. Acyclic coloring of graphs, Lemma 3.2.
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Sciezka Dycka

Sciezka Dycka — $ciezka po kracie (ang. lattice path), zaczynajaca sie w punkcie (0,0) i
korczaca na osi x, ztozona z krokéw “w gére” () i “w dét” () i nie schodzaca ponizej osi x.

Generalizowana Sciezka Dycka (and. generalized) — dowolna podsciezka Sciezki Dycka
zaczynajaca si¢ w punkcie (0,0) — niekoniecznie koniczaca sie na osi x. ’

Poziom Sciezki Dycka — réznica liczby krokéw “w gore” i “w dét”. )
Level Level
(0,0) (0,0)
(a) A Dyck path. (b) A generalized Dyck path.
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Cechy rejestru — Sciezka Dycka

Rejestr mozemy przedstawic jako generalizowana Sciezke Dycka.

Kazdej linii “Color"” odpowiada krok “w gére"”, a kazdej linii “Uncolor"” odpowiednia ilos¢
krokéw “w dét" (oznaczamy przez s). Uzywamy adnotacji do opisania “spadkéw” bedacych
wynikiem danego ztego wydarzenia.

Poziom w danym momencie Sciezki rejestru odpowiada iloSci pokolorowanych
wierzchotkow.
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Cechy rejestru — Sciezka Dycka

Color

Color

Uncolor, Bad Event ji1, k1
Color

Uncolor, Bad Event ja, ko
Color

Color

Color

Color

Uncolor, Bad Event js, k3
Color o
Color i
Uncolor, Bad Event ja, ka 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 Step
Color (b)

(a)

Sj1 :1, sz :2, Sj3 :1, SJ'4:2
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Theorem (4)

Liczba generalizowanych sciezek Dycka z adnotacjami, o wielkosci t, z parametrami

(sj, Cj)jeT, wynosi co najwyzej
t
o ((Q(X)> > )
X

gdzie Q(x) = 1+ 3 ;.7 Cx¥ dla dowolnego x € [0, 1].

W praktyce staramy sie zminimalizowac warto$¢ ( ). Zauwazmy:

X

e Jedli s; = 1 dla kazdego j € 7, to minimum osiggamy dla x = 1i Qd _q 4 et G-

® Wpp. minimum osiggamy dla unikalnego, dodatniego rozwigzania wielomianu

:—1-1-2 1)Gix¥.
JET
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Schemat gtadkich funkcji niejawnych

Definition (6)

Schemat gtadkich funkgcji niejawnych (ang. Smooth Implicit-Function Schema).
Niech A(y) bedzie funkcja analityczng w okolicy 0 taka, ze

Aly) =D ay’, ap=0,a; > 0.
t>0

Zrédto: Flajolet P., Sedgewick R. Analytic Combinatorics, Definition VII.4, p. 467.
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Schemat gtadkich funkcji niejawnych

Definition (6)

Niech A(y) bedzie funkcja analityczng w okolicy 0 taka, ze A(y) = ;> ary’ a0 = 0,ar > 0.
Méwimy, ze A(y) nalezy do schematu gtadkich funkcji niejawnych jesli istnieje funkcja

Gly.z)= > &mny™z" A Aly) = G(y,A(y))

m,n>0

(a) G(y,z) jest analityczna w dziedzinie |y| < R|z| < S dla pewnych R, S.

(b) Wspétczynniki G spetniaja: gm.n >0, g00 =0, 80,1 # 1, gm,n > 0 dla pewnych
m>0in>2.

(c) Istnieja dwie liczby r i s takie, ze 0 < r < R i 0 < s < S spetniajace uktad réwnan
G(r,s) =s,Gy(r,s) =1
zwany uktadem charakterystycznym, gdzie G, oznacza pochodna po z.
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Twierdzenie 7

Theorem (7)

Niech A(y) nalezy do schematu gtadkich funkcji niejawnych przez funkcje G(y, z) z dodatnim
rozwigzaniem ukfadu charakterystycznego (r,s). Wtedy A(y) ma granice w punkcie y = r

i —s_~ 1Y Y
)l/l_n;er(y)—S Y1/1 r+O(1 r)

gdzie v = Qéfzy((rf j)).

Dodatkowo, jesli A(y) nie jest okresowa, to r jest “unique dominant singularity” funkcji A i
wspétczynniki spetniaja wyrazenie:

_ g = -1
= S/l 1+ 0(t™)).

Jim [y*]A(y)

Zrédto: Flajolet P., Sedgewick R. Analytic Combinatorics, Theorem VII.3, p. 468.
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Theorem (4)

Liczba generalizowanych Sciezek Dycka z adnotacjami, o wielkosci t, z paramtetrami

(sj, Gj)jeT, wynosi co najwyzej
t
. ((o(x)> ) |
X

gdzie Q(x) =1+ 3> ,c7 Cix¥ dla dowolnego x € [0, 1].

Dowdd:
Niech R bedzie zbiorem generalizowanych $ciezek Dycka z adnotacjami, z parametrami

(sj, Gj)jeT oraz niech B C R bedzie podklasa Sciezek konczacych sie na poziomie 0 (nie
generalizowanych).

Zdefiniujmy funkcje generujace R i B jako R(y) = Y15 rey' i B(y) = X 4> bey?, gdzie ry i
b; odpowiadaja iloéci elementéw rozmiaru t w odpowiednio R i B. Chcemy udowodnié, ze
re = o(Af) dla A = mingey<y &

=
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Niech R; C R bedzie podzbiorem R $ciezek konczacych sie na poziomie /. Generalizowana
Sciezka z adnotacjami R € R; moze by¢ podzielona na | krokéw “w gére” oraz [+ 1
generalizowanych Sciezek z adnotacjami {B1, By, ..., Bi11} C B.

A

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

19/52



Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Zatem funkcja generujaca R; ma postaé Ri(y) = y'B(y)'*?, stad

Riy)= Y. R»)= > y'B(y)"™™

0</<n 0<I<n

Niech B; C B bedzie zbiorem $ciezek Dycka z adnotacjami konczacych sie “spadkiem” z
adnotacja (j, k) dla pewnego k (o mozliwych C; wartoéciach). Sciezka R € B; koAczy sie
ostatnim krokiem “w gére" i ostatnim spadkiem “w dét” o dtugosci s;. Podsciezka R’
utworzona z R poprzez usunigcie ostatniego kroku “w goére” i spadku “w dot” nalezy do R, 1.
Zatem funkcja generujaca B; ma posta¢ Bj(y) = Rs—1(y) x yC; = y¥C;B(y)¥. Stad,
poniewaz $ciezka R € B jest pusta lub konczy sie spadkiem opisanym przez (j, k), mamy:

Bly)=1+)Y_ Bi(y)=1+>_ yiGB(y)".
JET JET
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Q)

Jedli s; = 1 dla wszystkich j € T, mamy = = %+2j€7’ Cj z definicji, A =143, C; oraz

t

be = (Sjer G) - Zatem by = (A - 1)".

Z poprzedniego réwnania otrzymujemy ry = Y o< /<, (;) (A — 1)*~/. Dodatkowo

re < (n+ 1)t (X — 1)t a wiec r; = o(\D).

Funkcja B(y) nie nalezy do schematu gtadkich funkgji niejawnych, wiec wprowadzamy funkcje

A(y) taka, ze A(y) = B(y%) — 1, gdzie d = gcd{s; | j € T}. Udowodnimy, ze A(y) nalezy do
schematu.
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Zauwazmy, ze wielko$¢ dowolnej Sciezki z B jest wielokrotnoscia d. Z tego otrzymujemy:

B(Y):thyt: Z bey*

t>0 t muliple of d
A wiec B(y%) =14 ;51 bary®, z czego wynika A(y) = >-;5pary (a0 = 0,ar = by Vt > 1).
Zatem funkcja A(y) jest analityczna w 0, ag = 0,a; > 0 Vt > 0.

Dla kazdego odpowiednio duzego t, wartos¢ dt moze byC wyrazona przez sume wszystkich s;,
zatem réwniez a; = byr > 0. Whnioskujemy, ze A(y) nie jest periodyczna.

Korzystajac z wczedniejszej definicji B(y) mamy A(y) = G(y, A(y)) dla funkcji G danej:

Gly,2) =Y Gy (z+1)
JET
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Zauwazmy, ze
S; s; .
Gly,z2) =) >, (’) Gyiz'
jeTo<i<s \'
zatem G(y, z) spetnia ponizsze waunki:
(a) G(y, z) jest analityczna w dziedzinie |y| < 400 i |z| < +00.

(b) Podstawiajac dla G(y, z) =3, ,50 &m,ny™2", wspbtczynniki G spetniaja gm,n > 0,
80,0 =0,801=0igy >0dlajeT takich, ze s; > 2.
45
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

(c) Istnieja dwie dodatnie liczby r i s spetniajace uktad réwnan:
G(r,s)=s, Gy(r,s)=1
Oznaczajac X = ri(s + 1), réwnania te zostaja przeksztatcone w:

ZCJ-XSJ':S, Zstszfzs—i—l.
JET JET

Odejmujac drugie od pierwszego otrzymujemy, ze X jest unikalnym dodatnim
pierwiastkiem wielomianu P(x), zatem pierwsze réwnanie wprost wyznacza s. Dodajac 1
1

z obu stron pierwszego réwnania i nastepnie przemnazajac je przez rd otrzymujemy

r:<Qf<X))d.
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Liczba generalizowanych $ciezek z adnotacjami

Stad A(y) = X_;>0 ary" spetnia schemat gtadkich funkcji niejawnych z systemem
charakterystycznym (r, s).

Z Twierdzenia 7 mamy a; = O(t_%r_t), z czego wnioskujemy a; = o(rt) i
t t
by =o(r"d)=o0 <(QS<X)> )
X jest unikalnym dodatnim pierwiastkiem wielomianu P(X), co kornczy dowdd.

Theorem (4)

Liczba generalizowanych Sciezek Dycka z adnotacjami, o wielkosci t, z parametrami
(sj, Gj)jeT, wynosi co najwyzej
t
X
5 ((Q( )) ) |
X

gdzie Q(x) =1+ 3> ,c7 Cix¥ dla dowolnego x € [0, 1].
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Liczba rejestréw

Lemma (8)

Algorytm AcyclicColoringGamma_G moze stworzy¢ co najwyzej o(k') réznych rejestréow R.

Dowdéd:
t

Z twierdzenia czwartego, AcyclicColoringGamma_G moze stworzy¢ co najwyzej o <(Q(X)) )
}

réznych rejestréw, gdzie Q(x) = 1+ >3 ,c7 Cx¥ i x € [0,1], z parametrami T = {1,2,..., 7},
G=A s1=1, C=3yA%*"2is =2k —2dla2< k <2k —2. Stad otrzymujemy:
’YA2X2

1 . .
QRQ(x) =14+ Ax+ Z E*yAZ'_2x2'_2 <1+ Ax+

_ 2,2
s 2 —2A2x

dla x < %. Podstawiajac X = % % otrzymuejmy:

Q(X) v+2 | 2 B
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Liczba rejestréw

Lemma (8)

Algorytm AcyclicColoringGamma_G moze stworzy¢ co najwyzej o(k') réznych rejestréow R.

Dowdd:
Podstawiajac X = % % otrzymuejmy:

QR(X) 7+2 [ 2
T<A > <1+ 'Y+2+1>

Poniewaz v > 1, to —5 < 1, awiec0 < X < 1 < 1. Zatem algorytm
AcycllcColorlngGamma_G produkuje co naJwyzeJ o(k") réznych rejestréw, co konczy dowdd.

A1+ V2v+4) <k

0
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Ograniczenie x,(G) dla dowolnego G

Dla kazdego grafu G z maksymalnym stopniem wierzchotka A > 24 spetnione jest

Twierdzenie udowodnimy w dwéch krokach:
1. Udowodnimy, ze dla danego grafu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A > 24, x,(G)
jest ograniczone z géry przez %A% +5A — 14.
2. Udowodnimy, ze dla danego grafu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A > 9, x,(G)

4
jest ograniczone z géry przez %A% + A+ A82A3 +1.
34
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Ograniczenie x,(G) dla dowolnego G

< — porzadek liniowy wierzchotkéw G
N(u) - zbioréw sasiadéw u, N?(u) — zbiér wierzchotkéw oddalonych o 2 od u

N(u,v) = N(u) N N(v) oraz deg(u,v) = |N(u, v)| = ¥(u, v) takich, ze u ¢ N(v)
<y — silny porzadek czesciowy na N2(u), taki, ze u <, w < deg(u,v) < deg(u, w)

Para wierzchotkéw (u, v) z v € N?(u) jest para specjalng jedli istnieje mniej niz a3 (v jest
stata, do ktdrej wrécimy pdzniej) wierzchotkdw w takich, ze v <, w. Zatem

(u, v) jest specjalna < v jest jednym z al3 najwiekszych elementéw <. J

Zauwazmy, ze (u, v) moze by¢ specjalna nawet jeéli (v, u) nie jest. Oznaczmy S(u) C N2(u)
jako zbiér wierzchotkéw v takich, ze para (u, v) jest specjalna. Z definicji,
|S(u)| = min {OCA%, \Nz(u)\}.
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Ograniczenie x,(G) dla dowolnego G

U‘F\ S(u): The aA3 highest
A clements according to <,

<u
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Dowdd czes¢ 1

Dla danego grafu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A > 24, x,(G) jest ograniczone z
géry przez %A% +5A — 14.

PrzeprowadZzmy dowdéd nie wprost. Niech k bedzie najmniejszg liczba catkowity taka, ze
K< %A% +5A — 14:

3.4

Skonstruujemy algorytm bioracy na wejscie wektor V € {1,2,...,x}" i zwracajacy czeSciowe
acyliczne kolorowanie ¢ : V(G) — {-,1,2,...,k} grafu G (gdzie - oznacza wierzchotek
niepokolorowany) i rejestr operacji R.
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Dowod czes¢ 1 - algorytm AcyclicColoring G

Algorithm 2: AcYcLICCOLORING_G
Input :V (vector of length t).
Output: (¢, R).

1 forall vin V(G)do

2 | p(v) <o

3 R < newfile()
a fori < 1totdo

5 Let v be the smallest (w.r.t. <) uncolored vertex of G
6 @(v) < V[i]
7 Write "Color \n" in R
8 | ifp(v) = ¢(u)foru € N(v)then
// Proper coloring issue
9 pv) <o
10 Write "Uncolor, neighbor u \n"inR

1 else if p(v) = ¢(u) for z € S(v) then

// Special couple issue

12 o(v) <o

13 Write "Uncolor, special u\n"inR

14 | elseif v belongs to a bicolored cycle of length 4 (v = u1, ua, u3, ug) then
// Bicolored cycle issue

15 p(v) <o
16 o) <o
17 Write "Uncolor, cycle (uj,us, s, us)\n"inR

18 efse if v belongs to a bicolored path of length 6 (us, uz, s, us, Us, Ug) With u; = v and u; < us then
// Bicolored path issue

19 o) <o

20 o(v) <o

2 o(uz) <o

2 o(us) < o

23 Write "Uncolor, path (u1, Uy, U3, s, Us, g) \n" in R
24 return (¢, R)
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Dowdd czes¢ 1

Dla danego grafu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A > 24, x,(G) jest ograniczone z
géry przez %A% +5A — 14.

Dowdd analogiczny jak przy Twierdzeniu 2.

Udowodnimy, ze funkcja mapujaca V na (¢, R) jest iniekcja (Lemat 9).

Liczba mozliwych wejé¢ V jest réwna doktadnie *.

Liczba mozliwych cze$ciowych acyklicznych k-kolorowan ¢ grafu G wynosi (1 + k)", a liczba
mozliwych rejestréw wyjsciowych — o(x*) (Lemat 10).

Zatem, liczba mozliwcyh wyjéé (i, R) jest rzedu o(x!) dla odpowiednio duzego t.
Zauwazajac, ze liczba mozliwych wyjs¢ jest mniejsza od liczby mozliwych wejsé¢, cho¢ funkcja
mapujaca jest iniekcja, dochodzimy do sprzecznosci — co konczy dowdd.

O]
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Odtwarzanie koloréw V;

Dla danego (i, R;) z algorytmu AcyclicColoring_G, mozemy odtworzyé odpowiadajace im,
unikalne V;.

Dowdd:

Zauwazmy, ze w kazdym kroku algorytmu AcyclicColoring_G dodajemy do Rejestru linie
“Color” oraz potencjalnie linie “Uncolor”. Zatem patrzac na R wiemy, czy ostatni krok
zakonczony byt kolorowaniem czy odkolorowywaniem.

Najpierw udowodnimy przez indukcje na i fakt, ze R; jednoznacznie wyznacza zbiér
pokolorowanych wierzchotkéw w kroku i (@;).

Nastepnie udowodnimy przez indukcje, ze para (p;, R;) pozwala wyznaczyé V.
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Odtwarzanie koloréw V;

R; jednoznacznie wyznacza zbiér pokolorowanych wierzchotkéw w kroku i (@;). |

1. Zauwazmy, ze Ry na pewno zawiera dokfadnie jedna linie bedaca linig “Color” — zatem
vi jest tym pojedynczym pokolorowanym wierzchotkiem (najmniejszym wzgledem <).

2. Dla i > 2, mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ R;_1 z R; poprzez usuniecie ostatniej linii
“Color" (oraz nastepujacej po niej “Uncolor”, jesli wysatpita). Z zatozenia indukcyjnego
R;_1 jednoznacznie wyznacza zbiér pokolorowanych wierzchotkéw w kroku i — 1. W kroku
i-tym pokolorowany zostaje najmniejszy niepokolorowany wierzchotek wzgledem <. Jedli
nastapita linia “Uncolor”, jednoznacznie wskazuje ona ktére wierzchotki odkolorowano.

Zatem mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ @; odpowiadajace rejestrowi R; przy uzyciu R;_i.
0
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Odtwarzanie koloréw V;

Para (i, R;) pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ V;. J

1. (p1, R1) jednoznacznie wyznacza V4: vy jest jedynym pokolorowanym wierzchotkiem,
wiec V[1] = p1(w1).

2. Dla i > 2, rejestr R;_1 wyznacza @;_1, zatem znamy najmniejszy niepokolorowany
wierzchotek v na poczatku j-tego kroku. Rozpatrzmy dwa przypadki:

2.1 Jesdli i-ty krok to krok jedynie kolorujacy, to mozemy wyznaczyé ;1 jako kolorowanie takie,
ze i—1(u) = @i(u) Yu # v i pj_1(v) = -. Z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze (¢;—1, Ri—1)
wyznacza V;_; i wyznaczamy V; poprzez modyfikacje V[i] = ¢i(v).

2.2 Jedli i-ty krok odkolorowywat wierzchotki, to ostatnia linia R; pozwala nam na wyznaczenie
zbioru wierzchotkdw, ktére zostaty odkolorowane w i-tym kroku, a zatem réwniez ¢;_1. Z
zatozenia indukcyjnego (¢i—1, Ri—1) wyznacza V;_1. V; wyznaczamy nastepujaco:

® Jedli ostatnia linia to “Uncolor, neighbour” u, to V[i] = ¢i(u).

® Jedli ostatnia linia to “Uncolor, special” u, to V|[i] = ¢i(u).

® Jesli ostatnia linia to “Uncolor, cycle"” (ui, tp,us, us), to V[i] = wi(us).

® Jesli ostatnia linia to “Uncolor, path” (u1, un,us, us, us, us), to V[i] = i(ue).
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Liczba rejestréw tworzonych przez AcyclicColoring G

Algorytm AcyclicColoring_G tworzy co najwyzej o(k') réznych rejestréw.

Dowdéd:
W rejestrze R znajduje sie doktadnie t linii “Color”, oraz (potencjalnie) pewna liczba linii
“Uncolor” réznych typéw.

Niech 7 = {N, S, C, P} bedzie zbiorem typéw “ztych wydarzen" i s; liczba odkolorowywanych
wierzchotkéw przy wydarzeniu typu j. Wartosci s; wynosza odpowiednio sy = 1, ss = 1,
Sc = 2, Sp = 4,
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Liczba rejestréw tworzonych przez AcyclicColoring G

Policzmy liczbe mozliwych do wyprodukowania wpiséw do rejestru (C;), bedacych skutkiem
wydarzenia typu j.
® Wydarzenie N: A wpiséw, gdzie A to liczba sasiadéw wierzchotka — Cy = A.
® Wydarzenie S: |S(v)| < a5 wpiséw — Cs = aA3,
® Wydarzenie C: tyle wpiséw, ile jest indukowanych 4-elementowych cykli zawierajacych
8
wierzchotek v i nie zawierajacych wierzchotkéw z S(v), zatem C¢c = % (*).
e Wydarzenie P: tyle wpiséw, ile jest 6-Sciezek P = (u1, up, us, us, us, ug) takich, ze uy = v
i up < uz. Zatem Cp = %A(A — 1)4 (**).
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Liczba rejestréw tworzonych przez AcyclicColoring G

Theorem (4)

Liczba o wielkosci t, z parametrami (s;, Cj)jcT, wynosi co najwyzej

o ((@)7 ;o Q) =1+3,c7 Gx¥,x €[0,1].

Dowdéd dokoficzymy przy uzyciu twierdzenia 4. Rozwazmy wielomian Q(x):

R(x)=1+ Z =1+ CyxN 4+ Csx°¢ 4+ Ccx®¢ + Cpx*F
i€eT
8

A 1
=1+ Ax+alix + 8—3x2 + EA(A —1)*x%,
a

Podstawiajagc X = 2@ otrzymujemy:

X

QX) (1 z 3 s 8a3v/2 4 1
—<m+a>A + (8« \@+1)A—32a V2 + A (6—A+A2>.
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Liczba rejestréw tworzonych przez AcyclicColoring G
L'

W celu zminimalizowania wartoéci —== + a podstawiamy o = 3 uzyskUch X =-=5
2a A3
QR(X) 3 24 16 4 3.1 .
—_— *A3+5A—16+A A2+F<§A3+5A—15SI€OI|EA224

X
Poniewaz 0 < X < 1 dla A > 24, algorytm AcyclicColoring_G wytwarza co najwyzej o(k?)
réznych rejestréw z twierdzenia 4, co konczy dowdd. 0

nie jest zawsze optymalne, w szczegdlnosci dla matych A.

Zauwazmy, ze podstawienie o = 5
Np. dla A = 27 uzycie o = 0.225 pozwala uzyskaé 194 kolory zamiast 242 danych przez

a = 0.5. Optymalne wartosci o dla wybranych A widnieja ponizej.

1000 10000 100000 1000000

A 27 28 29 30 100
0.384 0.434 0.465

0.225 0.225 0.226 0.226 0.25 0.32

(6%
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Liczba indukowanych 4-elementowych cykli

Dla danego grafu G z maksymalnym stopniem wierzchotka A, dla dowolnego wierzchotka v
8

istnieje co najwyzej %—j indukowanych 4-elementowych cykli przechodzacych przez v i nie
zawierajacych wierzchotkéw z S(v).

Dowdd:

Istnieje co najwyzej A2 krawedzi pomiedzy N(v) i N?(v).

Wezmy d € Z takie, ze deg(u,v) > d < u € 5(v).

Zatem istnieje co najmniej d|S(v)| krawedzi pomiedzy N(v) i S(v).
Whioskujemy, ze istnieje co najwyzej A2 — daAs krawedzi pomiedzy N(v) i
S(v) = N?(v)\ S(v), oraz

Z deg(v,u) < A% — dals.
ueS(v)
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Liczba indukowanych 4-elementowych cykli

Dla danego grafu G z maksymalnym stopniem wierzchotka A, dla dowolnego wierzchotka v
8

istnieje co najwyzej % indukowanych 4-elementowych cykli przechodzacych przez v i nie
zawierajacych wierzchotkéw z S(v).

Dowdéd:

Zbiér indukowanych 4-elementowych cykli przechodzacych przez v i pewne u € N?(v) stanowi
bijekcje na pary {ux,uy}, x #y i {x,y} C N(u,v), zatem istnieje (deg(“ V)) takich cykli.
Sumujac dla wszystkich wierzcholkéw z S(v) otrzymujemy, ze jest to mniej niz

K= %Zueg(v) deg(v, u)?. Poniewaz deg(v, u) < d, to wnioskujemy, ze K < K(d) dla

K(d) = %(A2 — daA%)d. K(d) osiaga najwieksza warto$¢ dla d = A—;, zatem podstawiajac:
8

A A3

K < K( 23 - 873-
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Liczba 6-Sciezek

Dla danego grafu G z maksymalnym stopniem A, dla dowolnego wierzchotka v istnieje co
najwyzej %A(A — 1)* sciezek (u1, ua, u3, Uy, us, Ug) takich, ze up = v i uy < us.

Dowdd:
Dla danego wierzchotka v, istnieje (%) mozliwosci wybrania uy i u3, a nastepnie A — 1
mozlliwych wierzchotkéw wujyq dla i > 3.

A Al 1
<2> #(A-1) = s (A1) = SA(A - 1)
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Ograniczenie x,(G) dla dowolnego G

Dla kazdego grafu G z maksymalnym stopniem wierzchotka A > 24 spetnione jest

Twierdzenie udowodnimy w dwéch krokach:
1. Udowodnimy, ze dla danego grafu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A > 24, x,(G)
jest ograniczone z géry przez %A% +5A — 14. O
2. Udowodnimy, ze dla danego grafu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A > 9, x,(G)

4
jest ograniczone z géry przez %A% + A+ A82A3 +1.
34
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Dowdd czes¢ 2

Dla danego grafu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A > 9, x,(G) jest ograniczone z
gbry przez %A% + A+

4
3
88° 1 1.
A3 4

Poprzednio rozwazalismy 4 typy “ztych wydarzen”, teraz bedziemy rozpatrywac inne dla
lepszych oszacowan dla duzych A.

Rozpatrywaé bedziemy 3 “zte wydarzenia™:
1. Wydarzenie N: G zawiera jednokolorowa krawedz vu dla pewnego u.
2. Wydarzenie S: G zawiera pare specjalna (v, u), gdzie u i v maja ten sam kolor.

3. Wydarzenie k: G zawiera dwukolorowy cykl dtugosci 2k: (u1, u2, ..., uzx) dla k > 2,
gdziev=uwp i tn < us.
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Dowdd czes¢ 2 — algorytm AcyclicColoring-V2_G

Algorithm 3: ACYCLICCOLORING-V2_G
Input :V (vector of length t).
Output: (¢, R).

1 forallvin V(G)do

2 | pv) <o

3 R « neuwfile()

4 fori < 1totdo
5 Let v be the smallest (w.r.t. <) uncolored vertex of G

6 | o(v) < V[
7 Write "Color \n"in R
8 if p(v) = ¢(u) for u € N(v) then
// Proper coloring issue
9 o(v) <o
10 Write "Uncolor, neighbor u \n"inR

1 else if p(v) = ¢(u) for u € S(v) then
// Special couple issue

12 o(v) <o

13 | Write "Uncolor, special u\n"inR

14 else if v belongs to a bicolored cycle of length 2k (k > 2), say (u1, u» = v, us, ..., Ux) with u; < u3 then
// Bicolored cycle issue

15 forj < 1to2k—2do

16 | olu) <o

17 | Write "Uncolor, cycle (ug,...,uz) \n"inR

18 return (¢, R)
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Dowdd czes¢ 2

4
Niech k = BA§ + A+ B3 w o= % T =1{N,S,2,3,4,..., 5} — zbiér “ztych wydarzen”.
34

A3
Zauwazmy, ze kazdy krok “Uncolor” odkolorywuje pewng liczbe wierzchotkdéw s w zaleznosci
od typu. Odpowiednio: sy =1, ss =11 s, =2k — 2.
® Wydarzenie N moze stworzyé A réznych wpiséw w rejestrze — Cy = A.
® Wydarzenie S moze stworzy¢ |S(v)| < %A% réznych wpiséw w rejestrze — Cs = %A%
® Wydarzenie typu k: liczba zalezy od liczby cykli. Dla cykli dtugosci 4 istnieje co najwyzej
%A% indukowanych cykli przechodzacych przez v i omijajacych S(v) (udowodnione

wczesniej), zatem G = %A%_ Dla k>3 C, = A2k—3 (F*¥).

47/52



Dowdd czes¢ 2

Rozwazmy nastepujacy wielomian Q(x):

x)=1+ Z Cix®
ieT
5]
=14+ CNXSN + CsXSS + C2XS2 + Z CkXS"
k>3
15]
=1+ Ax+ A3x+ A§X2+ZA2kr 2k=2
k>3
14
1 4 1,8, A3 x4 1
<1+AX+§A3X+ZA3X +m, dlaX<Z
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Dowdd czes¢ 2

Podstawiajac X = -2, mamy X < % dla A > 9, a zatem:
A3

4

Wiec z Twierdzenia 4 algorytm AcyclicColoring-V2_G produkuje co najwyzej o(k") réznych
rejestréow, co konczy dowdd.

O]
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llos¢ cykli dla kK > 3

Dla k > 3 istnieje co najwyze;j N%k—3 cykli dtugosci 2k (uy, ua, ..., uxk) przechodzacych przez
v, v = up oraz uy < u3 takich, ze (u1, upk—1) i (u2k—1, u+ 1) nie s3 parami specjalnymi.

Dowdd:

Poniewaz uy < us, istnieje (g) mozliwych wyboréw (u1, u3). Znajac u;, mozemy wybraé uji1
na A sposobdw dla 3 < j <2k — 2. Niech:

(r,s) — nie-specjalna para odpowiadajaca albo (u1, tak_1), albo (tok_1,u1). s € N3(r)\ S(r).
d = max{deg(r,u) | u€ N?(r)\ S(r)}.

Istnieje co najmniej d|S(r)| krawedzi pomiedzy N(r) i S(r), i co najwyzej A? — %A% krawedzi
miedzy N(r) oraz N?(r)\ S(r). Z tego d < 2A3, zatem istnieje 23 sposbéw wybrania wuy.

@) x A4 NS = AX(ZA_l) X 2024 Z A(A—1) x AT = (A—1) x A%<3

50 /52



Koniec

Dziekuje
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