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Cel pracy

e Czy dane stowo skonczone jest punktem statym jakiego$ morfizmu?

e Jaki to morfizm?
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Podstawowe pojecia

Y — aflabet, alph(w) — zbiér liter w stowie w,

|w|, — liczba wystapien litery a w stowie w, |w|, = Z |lw|,dla LC X,
aclL

stowo w jest punktem statym morfizmu h: ¥ — X" jedli h(w) = w,
stowo w jest morficznie nieprymitywne jesli 3a € w : h(a) # a,
stowo w jest morficznie prymitywne jesli Va € w : h(a) = a < h = [ dla alph(w)
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Litery Smiertelne i rozszerzajace sie

Mp={acX|IeN:H(a)=¢}
En={b € X | h(b) =xby, xy € M}}

w jest punktem statym h = w € (MpUER)*
exp(h) = min({t € N | h'(a) = & Va € My})

hePh) — id = h = id
morfizm jest stabilny jesli exp(h) =1
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Faktoryzacja wzgledem morfizmu

Faktoryzacja wzgledem morfizmu
stabilny morfizm h definiuje k-elementowa krotke stow:

(W1,W2,...,Wk)
taka, ze w = wiwp ... wi oraz Vi=1,... k da; € ¥ takie, ze
Wi = h(a,-), |W,"a,. =1.

Faktoryzacja jest trywialna, jesli Vi =1,... k |w;| = 1.
Zdefiniujmy

h(a) =¢, h(b) = a, h(c) = bed, h(d) =¢, h(e) = de

ze punktem statym abcdde i exp(h) = 2.
Faktoryzacja wzgledem morfizmu h? wyglada nastepujaco: (abcd, de).
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Rozwiniecie przyktadu

h(a) = e, h(b) = a, h(c) = bed, h(d) =¢e, h(e) = de

w al|b c e
h(w) |e|a|b| ¢ |d|e|e|d] e
h?(w) ela|bc]|e e | de
F = (abcd, de)

w; = abed, a1 = ¢, h*(c) = h(bcd) = abcd,
wy = de, ap = e, h’(e) = h(de) = de,
Mp=A{a,b,d}, & ={c, e}

J
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Prymitywnos¢ morficzna stow

Theorem (1)

Stowo w € ¥* jest nieprymitywne morficzne < istnieje stabilny morfizm h zdefiniowany dla
alph(w) taki, ze h(w) = w i faktoryzacja stowa w wzgledem tego morfizmu zawiera
przynajmniej jedno stowo dtugosci wiekszej od 1.

Istnieje faktoryzacja F = (wy, wa, ..., wk) stowa w oraz podzbiér & C alph(w), takie ze:
(1) |wile, =1 Viel,... k]
(2) alph(w;) N &r = alph(wj) NEF = wi = w;.

Jesli mamy morfizm, to mozemy ustali¢ Jesli mamy faktoryzacje, mozemy

Er = &y, i faktoryzacje taka, ze Vw; € F zdefiniowaé morfizm h(a) = w; Va € &,
w; = h(a;), ai € En = w; = I(aj)air(aj), gdzie {a} = alph(w;) N E&r i

I(ai), r(ai) € M. h(b) = Vb ¢ &.
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Morfizmy i faktoryzacje

Dla danego stowa caddbccaddbc mozemy wyznaczy¢ kilka faktoryzacji wedtug réznych
morfizmow:

1. F1 = (caddbc, caddbc), wyznaczana przez dwa rézne morfizmy hy i hj:
hi(a) = caddbc, My, = {b,c,d},
hy(b) = caddbc, My, ={a,c,d}.
2. F, = (cad, dbc, cad, dbc), wyznaczana przez morfizm hy:
ha(a) = cad, ho(b) = dbc, My, ={c,d}.

3. F3 — faktoryzacja trywialna.

8/46



Sasiedztwa liter

Definition

Zdefiniujmy r, jako takie stowo, ze ar, stanowi najdtuzszy wspélny prefiks wszystkich sufiksow
stowa w zaczynajacych sie literg a.

Analogicznie, zdefiniujmy |, jako takie stowo, ze |,a stanowi najdtuzszy wspélny sufiks
wszystkich prefikséw stowa w konczacych sie literg a.

Najwieksze wspoélne sasiedztwo wszystkich wystapien litery a w stowie w definiujemy jako:

n, = lyar,.

Co wiecej, a ¢ 15, a ¢ r, oraz jesli h(w) = w to h(a) jest jakim$ sktadnikiem n,.

Lemma (2)

Vb € alph(n,) |wls > |wl,
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Sasiedztwo — przyktad

Dla stowa
abcabcaba
Mamy:
n,—a np, = ab n. — abcab
a a ab ba abc caba
abca aba abcab bcaba | abcabc cabcaba
abcabcab
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Blizniacze litery

Definition

Litery a i b nazywamy blizniaczymi gdy b € alph(n,) i a € alph(np), co zapisujemy jako al|b.

(1) a

(2) Ji lw|a =

(3) _/ES/I |W|a = |w|b ia€ alph(nb)
(4) Jj

11/46



Pozycja i czestotliwos¢ wystepowania liter

Zbiér pozycji liter w stowie definiujemy jako
CW = {0’17-"7|W|}7

gdzie dla w = aja> ... a, a; to litery, w[i,j] = ait1... a;.

Zbidr liter wystepujacych najrzadziej w stowie zapisujemy:

wu(w) = {ala € alph(w) A |w|, < |w|p¥b € alph(w)}.
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Pozycja wzgledem litery rozszerzajacej

Dla faktoryzacji F stowa w i zbioru £ mozemy zdefiniowac zbiory pozycji bedacych po lewej
lub prawej stronie od litery rozszerzajacej w danym elemencie, uzywajac morfizmu h takiego,
ze Ep = EF:

L= L(F,&F) = {ili = |h(w[0, )]},
R =R(F, &) = {ili < |h(w[0,])|}.

Zbiér L N'R zawiera litery a; ... ax wyznaczajace faktoryzacje.
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WHtasciwosci liter najrzadziej wystepujacych

Lemma (4)

F — faktoryzacja stowa w wzgledem stabilnego morfizmu h,
EF — zbior liter rozszerzajacych,
i,j — pozycje z C,, takie, ze i < j, i€ Lij€ER.

Jesli litera ¢ € p(wli,j]) to albo c € &g, albo istnieje litera ¢’ € alph(wli, j]) taka, ze ¢’ € EF,
cl|c’ i ¢ € alph(h(c)).

Dowdd:

Z zatozen na i ij wiemy, ze alph(wli,j]) N Ep # 0, tj. lezy miedzy nimi litera rozszerzajaca.
Ponadto dla kazdego b € alph(wl[i, ]) N My, istnieje a € alph(wl[i,j]) N &y taka, ze

b € alph(h(a)).

Jesli ¢ ¢ &, to istnieje ¢’ € alph(w(i,j]) N &y takie, ze ¢ € alph(h(c’)). Wtedy z Lematu 2
wiemy, ze |w|c > |w|o. Z zatozenia ¢ € u(wli,j]) wynika, ze |w|c = |w|., a wiec z Lematu 3
otrzymujemy c||c’.
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WHtasciwosci liter najrzadziej wystepujacych

Lemma (4)

F — faktoryzacja stowa w wzgledem stabilne morfizmu h,
Er — zbiér liter rozszerzajacych,
i,j — pozycje z C,, takie, ze i < j, i€ LijER.

Jesli litera ¢ € u(wli,j]) to albo c € &g, albo istnieje litera ¢’ € alph(w|i, j]) taka, ze ¢’ € EF,
cllc’ i ¢ € alph(h(c")).

Dla stowa w(i, j] rozszerzajacego sie pod wptywem morfizmu h, jedna z liter wystepujacych
najrzadziej jest literg rozszerzajaca.
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WHtasciwosci liter najrzadziej wystepujacych

Stowo w takie, ze |w|, = 1 i w # a jest morficznie nieprymitywne. Mozemy zdefiniowaé
bowiem &, = {a} i h(a) = w.
Wiemy, ze:

®* 0 € LNR, poniewaz |h(w[0,0])| = |h(e)| = 0.

® |w| € LNR, poniewaz |h(w[0,|w]|])| = |h(w)| = |w].

® a||b dla kazdego b takiego, ze |w|p = 1.

Z Lematu 4 zatem albo a, albo dowolna inna wystepujaca w w pojedyncza litera jest literg
rozszerzajaca.

L i R sa zalezne of ¢, co powoduje pewng niejednoznacznos¢.
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WHtasciwosci liter najrzadziej wystepujacych

Niech F = (w1, wa ... wy) bedzie faktoryzacja stowa w. Wtedy mozemy wybrac zbiér E jako
zestaw reprezentantow z kolekcji zbioréw p(wy), u(wa), . . ., p(wg).
Co wigcej, dla kazdego i € {1,..., k} elementy p(w;) sa parami blizniacze.

Dowdd:
Bezposrednie wynikanie z Lematu 4.

W celu ujednoznacznienia wyboru EF w algorytmie zdefiniujemy standardowy zbidr liter
rozszerzajacych jako zbidr takich liter a;, ze naleza one do u(w;) i wystepuja na
najwczesniejszym indeksie od lewej w stowie w; (w stosunku do pozostatych z u(w;)).
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Sprawdzenie istnienia faktoryzacji jest problemem NP

Jesli mamy dostepny zbidr liter rozszerzajacych £ danej faktoryzacji, to mozemy zapisaé stowo
w jako

W = Zgai1zZ1a222 ...Zkx_1dKkZk
gdzie a1,...,a € E* i alph(zp ... zx) N E = (). Aby wyznaczy¢ faktoryzacje wystarczy w
odpowiedni sposéb podzieli¢ stowa zy, ..., z, tak, aby ten podziat spetniat kryteria poprawne;j

faktoryzacji.

Wyznaczenie podziatu jest trywialne, poniewaz znamy litery rozszerzajace. Gtéwnym
problemem zatem jest znalezienie £.
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Pozycje w stowie a litery rozszerzajace

Dla danej faktoryzacji F i zbioru liczb rozszerzajacych Ef:

wli,i+1l=a AN acé=iecl Ni+1eR.

Dowdd:
Wynika bezposrednio z definicji £ i R, poniewaz a jest litera rozszerzajaca.
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Pozycje w stowie a litery rozszerzajace

Jesli wli,j] = na, to dla kazdej faktoryzacji F takiej, ze a € Ef spetnione bedzie i € R oraz
jeL.

Dowdd:

Zatézmy, ze istnieje faktoryzacja F taka, ze i ¢ R. Z tego wynika, ze |h(w|0,i])| < i, czyli i
nie jest pozycja litery rozszerzajacej a.

Istnieje zatem litera b taka, ze |, = u1bup, up, up € T*.

Poniewaz |h(w]0, i])| < i, to faktoryzacja zawiera stowo tu;bv, gdzie t jest niepuste,

v 8/: 7£ @

To implikuje, ze sasiedztwo n, powinno zostaé rozszerzone do postaci tn,, co jest sprzeczne z
definicja n, jako maksymalnego sasiedztwa. Zatem zatozenie jest sprzeczne, i € R.

Dowdd dla j € £ przeprowadzamy analogicznie.
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Pozycje w sasiedztwach tej samej litery

Niech F bedzie faktoryzacja stowa w, a literg nalezaca do Er i niech wli,j] = w[/’, j'] = n..
Jesli i + k € L (analogicznie i + k € R), z zatozeniem | < i+ k <j, toi' + ke L
(analogicznie i' + k € R).

Dowdd:
Niech h bedzie stabilnym morfizmem wyznaczajacym faktoryzacje F z &, = Er. Przyjmijmy

wimm+1]=w[m' ,m +1]=a
dla pewnych pozycji i < m<j, i/ <m < . Zauwazmy, ze m # m’ oraz
m—(i+k)=m — (' + k) (1)

Poniewaz a € &, mamy
|h(w[0, m])| = m = |h(w[0, m])] — m' (2)
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Pozycje w sasiedztwach tej samej litery

Lemma (8)

Niech F bedzie faktoryzacja stowa w, a literg nalezaca do Eg i niech wli,j] = w[i’, '] = n,.
Jesli i + k € L (analogicznie i + k € R), z zatozeniem | < i+ k <j, toi' + ke L
(analogicznie i' + k € R).

Dowdd:
Wiemy, ze wli+ k,m] = w[i’ + k,m’] dla i+ k < miw[m,i+ k] =w[m',i" + k] wpp. Z tego
whnisokujemy, ze

|h(w[0, m])| — |A(w[0, i + K])| = [h(w[0, m'])] — [A(w]O, " + K])| (3)
Podstawiajac zaleznoéci 1 i 2 do 3 otrzymujemy
|[h(w[0, i+ Kk])| — (i + k) = |h(w[O, " + k])| — (i + k)

co byto do udowodnienia.
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Algorytm wyznaczania faktoryzacji dla stowa

Dla danego stowa w i E C alph(w) wyznaczamy L(E) C C,, oraz R(E) C C,, jako najmniejsze
zbiory spetniajace nastepujace zatozenia:
(a) 0,|w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),
(b) jesliwli,i+1] € E,to i€ L(E)oraz i+ 1€ R(E),
(c) jesli w[i,j] = n, dla pewnego a € E, to i € R(E) oraz j € L(E),
(d) jesli w[i,j] = w[i’,j'] = n, dla pewnego a € E, to
® i+ ke l(E), gdzie i < i+ k <j, implikuje i’ + k € L(E); oraz
® i+ ke R(E) gdzie i <i+ k <}j, implikuje i’ + k € R(E).
W celu skontruowania L(E) i R(E) uzywamy zatozen (a)-(c), a nastepnie weryfikujemy czy (d)

pozostaje spetnione. Jesli Zadne zatozenie nie wptynie na poszerzenie zbioréw, konstrukcja
zostata skonczona.

Majac zbiory L, R C C,, definiujemy E(L, R) C alph(w) jako najmniejszy zbiér spetniajacy:
(e) jeslii<j, i€ Lorazj€ R, to E(L, R) zawiera litere z pu(wli, j]) wystepujaca
najwczesniej z lewej w wli, j].
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Algorytm wyznaczania faktoryzacji dla stowa

FixedPoint (w)
E «0;
repeat
L+ L(E); R+ R(E);
E <+ E(L,R);
until L = L(E) and R = R(E);
return E, L, R;

S AW
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Algorytm wyznaczania faktoryzacji dla stowa

Majac zbiér E mozemy zapisaé
W = Zpai1z1ad222 ...Zk_14dKZk

gdzie k = |w|g. Szukamy zatem stéw uy, vi, U, va, ..., Uk_1, vk—1 takich, ze:
® uivi = z;,
o jedli a; = aj, to uj_1a;vi = Uj_1a;v; (gdzie u=29ivg= Zk).
Podziatu mozemy dokonaé w taki sposéb, ze u; zawiera te pozycje z z;, ktére naleza do zbioru
R, a vj zawiera te pozycje z z;, ktére naleza do zbioru L.
W szczegdlnosci mozemy zdefiniowaé u; jako maksymalny prefiks z; taki, ze
|zpa1z1a2 ... zi—1a;z;| € R. Taki prefiks zawsze istnieje, bo zatozenie spetnia stowo puste.
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Algorytm wyznaczania faktoryzacji dla stowa

MorphicFactorization(w)
E,L,R < FixedPoint (w);
k < |w|E;
if E = alph(w)

then return Primitive;

1

2

3

4

5 then return Imprimitive;

6 (Zo, al,Zz1,a2,...,2ZKk—1, dk, Zk) <+ stowa z rozktadu
7 fori=1...,k—1

8 do u; < maksymalny prefix z; taki, ze |zpa1z1a2 ... zi—13izi| € R;
9 Vi < u,-_lz,-;

10 return (zpajui, viasuy, ..., Vk—_13kZk);

26 /46



Algorytm — przyktad 1

0, |w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),
wli,i+1 € E= i€ L(E)Ai+1¢€ R(E),
Ja€ E:wli,jl=n, =i € R(E)Aj € L(E),

w = caabaaaabaac, n; = a, np, = aabaa, nc=c

Pierwsze przejécie: E = (), @9 = €.E,fzé];;[;,,]f:€\ﬁ5)' St
e z (a): L(0) ={0,12}, R(D) = {0,12}, * itkeRE) =i +keRE).
o z (e): E({0,12},{0,12}) = {c} bo ) Luolh 1) i il = vl

p(w[0,12]) = {b, c}.

E ={c}, L={0,12}, R = {0,12}
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Algorytm — przyktad 1

0, |w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),
wli,i+1 € E= i€ L(E)Ai+1¢€ R(E),
Ja€ E:wl[i,jl=n; = i€ R(E)Aj € L(E),

w = caabaaaabaac, n; = a, np = aabaa, nc=c

Jac E:wli,jl=wli’,j/] =ns,Vk:i <i+k<j:

Drugie przejscie: o itkel(E)o i+ ke LE),
e z(b):ceE=0,11€L, 1,12€ R, ® it+k€ERE) =i +keR(E).
(e) i<j,i €L,j€R= E(L,R) zawiera litere z
®z(c):1,12€L, 0,11 € R, (i, j]) wystepujaca najwezesniej z lewej.

o z(e): be E bo pu(w[l,11]) = {b}.

E={b,c}, L=1{01,11,12}, R = {0,1,11,12}
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Algorytm — przyktad 1

(a) 0,|w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),
(b) wli,i+1] € E= i€ L(E)Ai+1€ R(E),

w = caabaaaabaac, n; = a, np = aabaa, n¢=c () ac E:wlij]=m = 7€ RE)AJE L(E),

(d) ac E:wli,jl=w[i’,j'l1=na,Vk:i <i+k<j:

Trzecie przejscie: O e ) o o o )

e z(b): be E=3,8¢L,49€R, * i+k€RE) =i +kER(E)
(e) i<j,i €L,j€R= E(L,R) zawiera litere z
e 7 (C): 6, 11 S L, 1, 6 S R, w(wli, j]) wystepujaca najwczeéniej z lewej.

¢ (d) spetnione, (&) nie powoduje rozszerzenia E.

E={b,c} L=1{0,1,3,6,8,11,12},
R ={0,1,4,6,9,11,12}
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Algorytm — przyktad 1

(a) wo =20, vk = 2z, J

(b) wjv; = zj, uj pozycje z R, v; pozycje z L

w = caabaaaabaac, n; = a, np = aabaa, nc=c

E={b,c} L=1{0,1,3,6,8,11,12}, R={0,1,4,6,9,11,12}

C a\a b a\a\a\a b a\a C
ai z1 an z2 as z3 ag

Uup =20 =¢€¢, U =€&,Vv1 =4aa, Up =aa,Vp =aa, U3 =a3da,V3 =&, V4 =24 =¢
np. up = aa bo |caabaa| =6 € R, a |caabaaa| =7 ¢ R

wiec

Wiy = Ugaily = C, Wp = viaxup = aabaa, ws = wpaszus = aabaa, wy = vzazzs = C
F = (c, aabaa, aabaa,c), & = {b,c}.

h(a) = ¢, h(b) = aabaa, h(c) = c.
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Algorytm — przyktad 2

(a) 0,|w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),

(b) wli,i+1] € E=i€ L(E)Ai+1€ R(E),
(<)

(d)

w = caabaaabaac, n, = a, np = aabaa, nc=c \ Sa € E:wlij] = = i€ RE)AJ € L(E),

Jac E:wli,jl=wli’,j/l =na,Vk:i <i+k<j:

Pierwsze przejécie: E = (), O bl U)o o s )

e z (a): L(0) ={0,11}, R(D) = {0,11}, * itkeRE) =i +keRE).
e z (e): E({0,11},{0,11}) = {c} bo Rt e e

p(w[0,11]) = {b, c}.

E={c}, L=1{0,11}, R = {0,11}
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Algorytm — przyktad 2

(a) 0,|w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),

(b) wli,i+1 € E=i€L(E)Ai+1€ R(E),
(c)

(d)

w = caabaaabaac, n, = a, np = aabaa, n.=c \ Sac E:wlijl=m = i€ RE)AJE L(E),

Jac E:wli,jl=wli’,j/] =ns,Vk:i <i+k<j:

Drugie przejscie: * ke l(E)= i +ke LE),

¢ z(b):ceE=0,10€L, 1,11 € R, ® it+k€ERE) =i +keR(E).
(e) i<j,i €L,j€R= E(L,R) zawiera litere z
e 7 (C): 1’ 1]_ (= L7 O’ 10 [ R, p(wli, j]) wystepujaca najwczesniej z lewej.

® z (e): b€ E bo pu(w[l,10]) = {b}.

E ={b,c}, L=1{0,1,10,11}, R = {0,1,10,11}
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Algorytm — przyktad 2

(a) 0,|w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),

(b) wli,i+1 € E=i€LE)Ai+1€E R(E),
w = caabaaabaac, n, = a, np = aabaa, n¢c=c () 3a€E:wli,jl=n,=i€R(E)A]E LE),

(d) 3a€E:wli,jl=wli’',j/l =na,Vk:i<it+k<j:

Trzecie przejscie: o itkel(E)o i +ke L(E)

ez(b):becE=3T7€l, 48€R, ® i+k€R(E) =i+ ke R(E).
(e) i<j,i €L,j€R= E(L,R) zawiera litere z
® z(c): 6,10 L, 1,5 R. p(wli, j]) wystepujaca najwczesniej z lewej.
) ) )

E={b,c}, L=1{0,1,3,6,7,10,11}, R = {0,1,4,5,8,10,11}
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Algorytm — przyktad 2

(a) 0,|w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),
(b) wli,i+1] € E=i€ L(E)Ai+1€ R(E)
w = caabaaabaac, n, = a, np = aabaa, n.=c () ac E:wlij]=m = 7€ RE)AJE L(E),
. i . (d) Jae€ E:wli,jl=wli’j1=n,Vk:i<i+k<j
Trzecie przejscie cd.: o itkel(E)o i+ ke LE),
® z (d): poniewaz w[l,6] = w[5,10] = ny, to: * i+kER(E)= i +ke R(E).
i<j,i€elL,jeER E(L, R) zawiera litere z
*le LANkR=5 € LNnkR=9 S LNk © p(wj[i,j]) Wyitgpujqc:': na}wcze)éni;' zelzwefe

e 10elNR=6clLNR=2clLNR
®z(e)ackE, bo
(w[1,2]) = pu(w[5,6]) = (w9, 10]) = .

E={ab,c} L=1{0,1,23,56,7,9,10,11}, R ={0,1,2,4,5,6,8,9,10,11}
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Algorytm — przyktad 2

(a) 0,|w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),
(b) wli,i+1] € E= i€ L(E)Ai+1€ R(E),

w = caabaaabaac, n, = a, np = aabaa, nc=c (© FacE:-wlijl=m = i€ RE)AJ € L(E),
s (d) Ja€ E:wli,j]l=wli’j1=n,Vk:i<i+k<j

Czwarte przejscie: o itke UE) o i+ ke LE)

Mamy E = {a, b, c}, wiec korzystajac z (b) o itkCRE) > i+ ke RE).

otrzymujemy L — R — {O’ 1’ ce 11} (e) i<j,i€L,j€ R = E(L,R) zawiera litere z

w(wli, j]) wystepujaca najwczesniej z lewej.

Stowo w jest morficznie prymitywne.
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Algorytm — przyktad 3

ug = 29, Vg = Zk,

w = caabcaab, n, = a, np = aab,

nc = caa

E={b,c}, L=1{0,3,4,7,8}, R=1{0,1,4,5,8}

ujv; = z;, uj pozycje z R, v; pozycje z L

C

a‘a

b

C

b

a1

21

a

as

a4

up =20 =¢, U =¢&,V1 =—=aa, Uy =¢&g,Vp=¢g,

uz =¢&,v3 = aa,

Vo = 24 = €

W1 = Upaijlul = C, Wop = Viaglp = aab, W3 = VoazlUz = C, Wy = V3d4Z4 = aab

F = (¢, aab, c,aab), & ={b,c}

Istnieje wiecej poprawnych faktoryzacji stowa w — np. (ca, ab, ca, ab) lub (caa, b, caa, b).
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Poprawnos¢ algorytmu

Theorem (9)

Niech w bedzie stowem, E, L, R wynikiem dziatania algorytmu FizedPoint (w), a F wynikowa
faktoryzacja algorytmu MorphicFactorization(w).

(1) F jest faktoryzacja stowa w taka, ze Ef = E.

(2) Niech F' bedzie faktoryzacja w i Ef/ jej zbiorem liter rozszerzajacych. Wtedy E C Ef,
L C L(F',EF)) oraz R C R(F',EF).

W szczegélnosci, w jest morficznie prymitywne wtw. E = alph(w).

Dowdd:
(1) Oznaczamy vy = zp, vk = zk. Ze sposobu konstrukgji faktoryzacji wprost wynika, ze
|vi_1aivi|e = 1 dla kazdego i = 1,..., k. Wystarczy wykaza¢, ze

aj=am = Vj—1=Vm_1 A Uj = Uny
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Poprawnos¢ algorytmu

aj=am = Vj-1 = Vm-1 A Uj = Unp J

1. uj i up s prefiksami r,.

Dowdd nie wprost: ktéres z nich nie jest. Zatézmy, Zze u; nie jest prefiksem r,, zatem r, jest
prefiksem u;.

Oznaczmy a; = am = a i zdefiniujmy d; = |zga1z1a2 ... zj—1a;| dla i€ {1,2,... k}.

Wtedy z zatozenia (c): wld;, dj + |ra|]] =rs = dj +|rs| € L.

Z definicji u: dj + |uj| € R.

Stad z Lematu 4 stowo w|d; + |ra|, d; + |uj|]] powino by¢ czynnikiem rozszerzajacym, ale z
definicji nie zawiera ono zadnej litery rozszerzajacej, co stoi w sprzecznosci z (e) i E = E(L, R).
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Poprawnos¢ algorytmu

aj=am = Vj-1 = Vm-1 A Uj = Un J

2. aj=am= Uj = Upy
Skoro uj i um s prefiksami r, to sy réwniez prefiksami stowa zjaj;1zj41 ... akzx dla i = j oraz
i=m.

Z tego wynika, ze u; i uy, s prefiksami z; i z;,, poniewaz zadne z u;, uy, nie zawiera litery
rozszerzajace;j.

Z warunku (d) oraz definicji uj i uy, wyprowadzamy uj = up,.

Dowéd dla vj_1 = vp—1 przeprowadzamy analogicznie.
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Poprawnos¢ algorytmu

(2) ECE&r,LCL(F,E),RCR(F', EF) dla kazdej poprawnej faktoryzacji F’ ]

Algorytm FixedPoint dodaje elementy do zbioréw wedtug warunkéw (a)-(e).

Warunek (a) wynika z definicji £ i R, dla ktérych zawsze zachodzi0 € LNR i |w| € LNR.
Warunki (b), (c), (d) odpowiadaja Lematom 6, 7 i 8.
Warunek (e) wynika z Lematu 4.

Wynika z tego, ze wszystkie operacje dodania do zbioréw E, L, R s3 wymuszone przez
zachodzace dla &, £, R zaleznosci.

Dodatkowo, E = alph(w) wyznacza prymitywna faktoryzacje, co konczy dowdd.
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Ztozono$¢ algorytmu wyznaczania faktoryzacji

Theorem (10)

Ztozonos¢ czasowa algorytmu MorphicFactorization wynosi

O((m + log n) - n),

gdzie n = |w

, @ m jest moca zbioru alph(w).
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Ztozonosc algorytmu wyznaczania faktoryzacji

MorphicFactorization(w)
E,L,R < FixedPoint (w);
k < |w|E;
if E = alph(w)

then return Primitive;

1

2

3

4

5 then return Imprimitive;

6 (z0,a1,21,32,...,2k—1, 3k, Zx) < Stowa z (4)
7 fori=1...,k—1

8 do u; < maksymalny prefix z; taki, ze |zpa1z1a2 ... zi—13izi| € R;
9 Vi < u,-_lz,-;

10 return (zpajui, viasuy, ..., Vk—_13kZk);
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/tozono$¢ algorytmu wyznaczania faktoryzacji

FixedPoint (w)
1 E<+ 0

2 repeat

3 L+« L(E);R « R(E);

4  E« E(LR);

5 until L = L(E) and R = R(E);
6 return E, L, R;

0, |w| € L(E) oraz 0, |w| € R(E),
wli,i+1 € E=i¢c L(E)Ai+1¢€ R(E),
Ja€ E:wli,j]=n; =i € R(E)ANj € L(E),

Jac E:wli,j]=w[i’,j]=na,Vk: i < i+ k<j:

® it+kelL(E)=i+kelL(E),
® i+keR(E)=i+k€eR(E).

i <j,i €L,j€R= E(L,R) zawiera litere z
wp(wli, j]) wystepujaca najwczesniej z lewej.

(a) — sprawdzenie w O(1).

(b) — dla kazdej nowej litery w E, pozycje przy
wszystkich jej wystapieniach w w — O(n).

(c) — dla kazdej nowej litery w E, wyznacza
indeksy obejmujace jej sasiedztwa w w — O(n).
(d) — wymaga skonstruowania grafu, gdzie
pozycje (wezty) taczymy krawedziami wg.
zatozen (d). W kazdej iteracji dodajemy

(Ina] + 1)(Jw|s — 1) krawedzi indukowanych
nowa literg a w E, a wiec — O(n).

(e) — dla kazdej pozycji z L sprawdzamy, czy po
niej wystepuje litera z E a nastepnie pozycja z
R; pozycji jest n — O(n).
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Ztozonosc algorytmu wyznaczania fak

FixedPoint (w)
1 E <« 0;

2 repeat

3 L + L(E); R < R(E);

4 E < E(L,R);

5 until L = L(E) and R = R(E);
6 return E, L, R;

MorphicFactorization(w)
E,L, R < FixedPoint(w);
k < |wlg;
if E = alph(w)

then return Primitive;
(20,31, 21,32, . - -, 2k_1, 3k, Zx) < stowa z (4)

1

2

3

4

5 then return Imprimitive;
6

7

8 do u; <— max prefix z; zawierajacy sie w R;
9

—1
Vi g zp;

10 return (zpajuy, viapun, ..., Vk_1akZk);

Ztozono$¢ jednego sprawdzenia warunkow:
O(1) 4+ 4- O(n) = O(n).

Sprawdzenie wykonujemy, gdy dodajemy litere
do E, a wiec cata petla: O(n - m).
Utrzymywanie grafu z (d) wymagana faczenia
fragmentéw nowo utworzonymi krawedziami —
algorytm find-union dla wszystkich iteracji —
O(n - logn).

Pozostata czes¢ (for) algorytmu
MorphicFactorization — O(n).

Ostatecznie:

O(n-m)+ O(n-logn)=0((m+logn)-n)
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Koniec

Dziekuje
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